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最 优 控制 理论 位 明教 程 


斤 灿 人 敏 楼 红 卫 


认识 和 改造 自然 是 人 类 进化 发 展 中 两 类 最 基本 的 活动 , 从 发 
现 和 昼夜 交 蔡 和 四 季 更 迭 的 规律 , 到 发 现 大 地 是 个 既 有 日 转 义 有 绕 太 
阳 公 转 的 “大 球 ”， 直 至 发 现 分 子 、 原 子 、 基 本 粒子 …… 这 些 都 是 
人 类 认识 日 然 的 结 采 . 另 一 方面 , 为 了 改善 生活 环境 , 人 类 也 创造 
了 许多 自然 界 本 不 存在 的 东西 : 衣服 、 房屋 、 家 上 其、 劳动 工具 、 交通 
工具 、 通讯 工具 、 电视、 计算 机 ..….. 所 有 这 些 都 是 人 们 努力 改善 生 
活 环境 的 结果 . 而 “多 快 好 省 ”地 实现 这 些 有 目标 更 是 人 们 期 竺 的. 


按照 数学 的 观点 , 广义 地 讲 , 认识 世界 是 数学 建 模 问 题 , 改造 
世界 是 控制 问题 , 而 “多 快 好 省 ”地 改造 世界 则 是 最 优 控 制 问 题 . 
因此 , 控制 问题 和 最 优 控制 问题 几乎 是 无 处 不 在 的 . 从 狭义 的 观点 
讲 , 在 一 个 控制 问题 中 , 有 一 个 受 控 对 象 和 一 个 (或 多 个 ) 控制 作 
用 . 如 有 果 施 以 不 同 的 控制 作用 值 ， 受 控 对 象 融会 有 不 同 的 反应 . 通 
过 适当 改变 控制 作用 , 人 们 能 够 在 一 定 程度 上 使 受 控 对 象 朝 所 和 希 
望 的 方向 变化 . 例如 , 要 通过 起 重 机 将 若干 重 物 吊 至 某 个 平台 就 是 
一 个 典型 的 控制 问题 . 这 里 ， 受 控 对 象 是 起 重 机 的 吊 臂 ,而 控制 作 
用 则 是 驾驶 员 通 过 拘 纵 杆 施加 于 吊 臂 的 起 吊 力 . 显然 , 将 所 有 重 物 
运 到 给 定 平台 的 方式 有 许多 种 (一 件 一 件 地 吊 , 两 件 两 件 地 吊 , 按 
什么 样 的 速度 起 吊 , 等 等 ) 它们 所 花 的 总 时 间 和 总 油耗 是 不 同 的 . 
而 当 人 们 希望 选择 茶 种 意义 下 最 优 的 方式 (比如 希望 时 间 最 短 , 或 
者 希望 油料 最 省 ) 完成 任务 时 , 最 优 控制 问题 就 产生 了 . 我 们 还 需 
要 注意 到 , 由 于 起 吊 力 的 大 小 是 有 限 的 , 因此 控制 作用 是 有 约束 的 ， 
此 外 , 吊 臂 的 长 度 是 有 限 的 , 因此 , 能 够 将 重 物 起 吊 到 的 高 度 也 古 
有 限制 的 .这 表明 , (最 优 ) 控制 问题 中 会 存在 各 种 各 样 的 约束 条 
件 . 

通常 , 在 用 数学 方式 描述 的 最 优 控 制 问题 中 , 受 控 对 象 往往 是 
一 个 动态 方程 , 可 以 是 (离散 时 间 的 ) 差分 方程 , 常 微分 方程 , 或 者 


是 积分 方程 , 也 可 以 是 随机 微分 方程 或 俩 微分 方程 , 甚至 可 以 是 上 
述 一 些 方程 的 耦合 组 . 受 控 动态 方程 常 称 作 控 制 系统 或 状态 方程， 
而 它 的 解 常 称 作 系统 的 状态 . 控制 作用 全 体 常 常 是 某 个 函数 集合 . 
另外 还 有 一 个 评价 控制 作用 好 坏 的 性 能 指标 . 控制 的 目的 是 最 小 
化 或 最 大 化 这 个 性 能 指标 . 此 外 , 还 可 能 存在 若干 状态 和 控制 的 约 
束 条 件 . 所 有 这 些 加 在 一 起 便 形 成 了 一 个 最 优 控制 问题 的 数学 描 
述 . 当 状 态 方程 是 常 微分 方程 时 , 状态 空间 是 有 限 维 的 ， 当 状态 方 
程 是 随机 微分 方程 或 偏 微分 方程 时 , 状态 空间 是 无 限 维 的 . 


关于 常 微分 方程 系统 的 最 优 控 制 理论 是 本 科 高 年 级 有 关 专 业 
和 硕 二 研究生 运筹 学 与 控制 论 专业 的 一 门 重要 课程 . 复旦 大 学 数 
学 学 院 开 设 这 门 课程 已 有 二 十 余年 的 历史 . 目 从 庞 特 里 雅 金 等 人 
1960 年 代 初 出 版 名 著 《 最 佳 过 程 的 数学 理论 》 后, 出现 了 许多 经 典 
的 最 优 控 制 理论 专车 或 教材 . 随 着 控制 理论 研究 的 发 展 , 若干 经 典 
著作 或 教材 目前 已 路 微 显得 过 时 了 , 而 一 些 近年 出 版 的 有 关 专 著 
或 教材 又 都 比较 艰深 , 不 太 适 合 初学 者 . 因此 , 提供 一 本 能 够 反映 
最 优 控制 理论 发 展 的 适合 初学 者 的 有 限 维 最 优 控制 理论 简明 教程 
成 为 一 个 比较 迫切 的 任务 


本 书 的 目的 就 是 为 本 科 高 年 级 学 生 和 硕士 研究 生 提供 一 本 简 
明 的 最 优 控制 教程 . 我 们 希望 通过 不 长 的 篇 幅 , 简明 扼要 地 叙述 最 
优 控制 的 基本 理论 . 主要 内 容 包 括 : 最 优 控制 问题 的 一 般 提 法 , 线 
性 系统 的 时 间 最 优 控 制 , 一 般 非 线性 系统 的 最 优 控制 存在 性 理论 ， 
庞 特 里 雅 金 最 大 值 原理 , 贝尔 曼 的 动态 规划 方法 及 卡尔 曼 的 线性 
二 次 最 优 控制 理论 . 每 章 末 尾 还 配 了 一 定 的 习题 以 供 读者 通过 练 
习 加 深 对 章节 中 内 容 的 理解 . 此 外 , 为 了 使 得 让 读者 进一步 了 解 最 
优 控制 理论 的 有 关 历 史 或 最 新 进展 , 我 们 还 加 了 一 些 注 记 . 我 们 期 
望 通过 该 课程 的 学 习 , 读者 能 够 初步 掌握 最 优 控制 理论 的 基本 思想 
和 数学 技巧 , 能 够 对 其 将 来 的 学 习 , 研究 和 从 事 的 工作 有 所 帮助 或 
启迪 . 


一 


教材 的 初稿 得 到 了 汪 更 生 教 授 、 陈 启 宏 教授 和 张 旭 教 授 的 仔 
细 审 查 , 并 提出 了 不 少 宝贵 意见 ; 在 教材 的 试用 中 , 复旦 大 学 数学 
学 院 的 师 生 也 对 教材 的 改进 提出 了 许多 有 益 的 建议 . 在 此 我 们 谨 对 
他 们 致 以 衷心 的 感谢 . 


限于 作者 狭窄 的 知识 面 , 以 及 对 最 优 控制 理论 肤浅 的 理解 , 在 
本 书 中 必 有 许多 表达 不 够 确切 ， 或 者 叙述 不 够 严谨 之 处 , 敬 请 读者 
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n 维 Euclid 空间 


R” 中 的 点 (zi za Zn)， 它 币 常 被 看 作 一 个 列 向 


El 


R" 中 的 数量 积 ziyi 十 zaya 十 … 十 Znyn， 也 常常 用 
(z,y) 表示 


rz ER" 的 长 度 (》 z2)12 
这 1 


半径 为 7 中 心 在 ze R” 的 开 球 

n 阶 单位 矩阵 ,在 不 引起 混 清 时 ,通常 省 咯 下 标 n 
和 窍 阵 4 的 转 蜀 

矩阵 4 的 秩 


空 集 


R” 中 的 区 域 (通常 是 有 界 日 边界 足够 光滑 的 ) 
Q 的 边界 
Q 的 闭 包 QU 00 


R" 中 集合 马 的 补 集 R"\ 到 


Vi 


集合 忆 的 凸 闭 包 


R" 中 Lebesgue 可 测 集 如 的 Lebesgue 测度 


当 X 是 一 个 算 子 时 表示 它 的 伴随 算 子 ; 当 关 是 Ba- 
nach 空间 时 表示 它 的 对 侦 空 间 


函数 了 (关于 变量 7) 的 梯度 (Ee 也 记 
作 Df 


凸 函 数 了 的 次 微分 


R” 中 的 Lebesgue 测度 dz1dzx2:…… dzn 


实数 pe [1, 十 oo] 的 对 偶数 p/(p 一 1), 当 p = 1 十 oo 
时 取 值 分 别 约定 为 +eo,1 


表示 min(a, 5) 
表示 max(a,5) 


Kronecker 符号 ， 


入 尘 
二 ,二 
1 二 过 


指 函 数 上 本 身 
指 函 数 f 在 点 z 的 取 值 


Ri 中 函数 f 的 导数 侍 ( 虽 与 上 面 对 偶 数 的 记号 有 ? 
突 , 但 可 根据 上 下 文 确定 ) 


函数 了 的 正 部 (| 用 二 了)/2 
函数 的 负 部 (|f| -了 )/2 


Tp 


inf (sup) 


集合 刀 的 特征 函数 , 该 函数 在 上 取 值 1, 在 其 它 
点 取 值 0 


集合 忆 的 示 性 函数 ， 该 函数 在 上 取 值 0, 在 其 它 
点 取 值 +o% 


函数 的 下 确 界 (上 确 界 ) 


essinf (esssup) 函数 的 本 性 下 确 界 (本 上 确 界 ) 


表示 只 依赖 于 一 些 给 定 参 数 的 绝对 常数 (常常 是 正 
的 ), 在 不 同 的 式 子 中 , 它 的 取 值 可 以 是 不 同 的 


存在 

(对 于 ) 所 有 

几乎 处 处 

集合 的 紧 包 含 关 系 , Qo CC 互 当 且 仅 当 9o CE 


表示 定义 . 例如 f(x) 全 2z + 1 表示 将 f(x) 定义 为 
27 二 1 


Viii 


函数 空间 


C(9) (或 C(O)) QQ( 或 台中 连续 函数 全 体 


C*(Q) (CO%(9)) ”9 中 次 连续 可 微 的 函数 类 (它们 的 大 阶 微 
商 满 足 指数 为 a 的 Halder 条 件 ), C%*(Q) 简 
记 为 Ce(O) 


C*(0) (Ce(O)) 9 中 的 函数 类 ， 其 中 每 个 元 f 都 可 以 将 定 
义 域 延 拓 到 9 的 某 个 邻 域 @, 使 得 f 属于 
C*(Q8)(C™*(9)), C%*(9) 简 记 为 C*(9) 
L?(E) 0 中 p (1<p<+00) 次 Lebesgue 可 积 函 数 
全 体 , 它 的 元 素 f 赋予 范 数 
lhog) = (ffh? dzj7 7” < +o0 


L™Y(E) 本 性 有 界 的 Lebesgue 可 测 函 数 全 体 , 它 的 元 
素 f 赋予 范 数 
| ze = inf{ MIIf| < M, a.e. E} 

LT’ (EB) 互 中 的 函数 集 (2 是 一 个 区 域 加 上 一 些 可 能 


的 边界 点 ), 它 的 元 素 f 满足 f € Z2(Po)， 
VY Bo CC 加 , 此 时 L?.(B) 本 质 上 与 已 的 边 
界 点 属于 不 属于 EB 是 有 关 的 


| 
地 
机 


81. 了 消 数 极 值 、 变 分 问题 及 最 优 控 制 


最 优 控 制 问题 可 以 看 成 是 函数 极 值 问题 和 变 分 问题 的 拓展 . 在 
很 多 方面 ， 最 优 控 制 问 题 仍 保留 着 函数 极 值 和 变 分 问题 的 基本 特 
性 . 处 理 最 优 控 制 问 题 的 思想 和 方法 也 往往 可 以 从 处 理 函 数 极 值 
问题 的 理论 和 经 典 变 分 学 中 找到 . 因此 , 有 必要 首先 把 函数 极 值 问 
题 、 变 分 问题 和 最 优 控制 问题 放 在 一 起 做 一 个 回顾 . 


函数 极 值 


例 1.1. 设 GCR,J:G 一 R 是 一 个 C1 函数 我们 的 问题 
是 要 寻找 J(.) 在 G 上 的 最 小 值 这 立刻 涉及 到 两 个 基本 问题 : (i) 
J() 是 否 在 G 上 有 最 小 值 ? (ii) 如 果 J(-) 在 G 上 存在 最 小 值 ， 我 
们 如 何 刻 画 最 小 值 点 ? 


首先 我 们 来 看 如. 如 果 G 是 紧 集 ( 即 有 界 闭 集 ), 则 众所周知 
J(-) 在 G 上 一 定 取 到 最 小 值 . 但 是 , 如 果 G 不 是 紧 集 , 情况 就 会 
复杂 一 些 , 此 时 , 为 保证 最 小 值 的 存在 ,我 们 就 需要 更 多 的 假设 . 
壁 如 当 G = R 时 ,如果 


lim .7(Z) 三 十 co， (1:1) 


|z| 一 co 
则 :70) 在 G 上 有 最 小 值 . 我 们 称 (1.1) 为 7(-) 的 强制 性 条 件 . 现 
在 ， 再 来 看 (让 ). 假如 已 经 知道 7J(.) 有 一 个 最 小 值 点 z € G, 我 们 
希望 把 它 刻画 出 来 . 由 最 小 性 , 我 们 有 


J(zZ) > J(z), YrEG. (1:2) 


如 果 G = (a,5)， 则 对 于 任何 充分 小 的 5> 0, 总 有 7z 土 6e G, 从 
而 , 由 (1.2) 可 得 


[J( 元 士 0) 一 JJ( 壹 ] 一 + (2). 


这 样 ， 就 得 到 所 谓 的 一 阶 必要 条 件 : 
J'(z) =0. 和 


如 果 (1.3) 有 惟一 解 z, 而 且 我 们 知道 .7(.) 在 (a,5) 内 一 定 存在 最 
小 值 ， 那么 z 就 一 定 是 最 小 值 点 . 

当 我 们 并 不 知道 7(.) 是 否 存在 最 小 值 时 ,如 果 7(:) 是 C02 也 
数 , 是 (1.3) 成 立 , 则 由 Taylor 展 式 , 在 玉 附近 ， 


J(z) — Ji) = <7 (7)(r 7) + o(lz — 7|2). 
从 而 ,， 如果 
"(7z) >0, (ED 
则 我 们 可 以 断言 z 是 一 个 局 部 最 小 值 点 ( 极 小 值 点 ). 于 是 条 件 
(1.3) 和 (1.4) 就 构成 z 为 极 小 值 点 的 一 个 充分 条 件 . 另 一 方面 , 可 
以 看 到 .7(z) > 0 是 5 为 最 ( 极 ) 小 值 点 的 一 个 三 阶 必要 条 件 . 


如 果 G 是 一 个 较为 一 般 的 集合 , 情况 就 会 相当 复杂 . 这 时 , 即 
使 (1.2) 成 立 , (1.3) 也 可 能 不 成 立 . 请 看 下 例 和 习题 1. 


例 1.2. 设 儿 FF:R" 一 RR 是 两 个 C01 函数 ， 
FP 1(0)S {re R"IPE) =0} #07. 
我 们 希望 在 -1(0) 上 最 小 化 J(-), 即 


在 条 件 F(x) =0 下 最 小 化 (x). (1.5) 
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假设 7() 满足 强制 性 条 件 (1.1) (其 中 G=R 用 G=R" 代 
替 ). 此 时 , 可 以 证 明 存 在 ze F-1(0) 使 得 
Ji)= inf J(z). 


zeEF-1(0) 


进一步 ， 如果 国 (z) 关 0, 则 满足 如 下 的 必要 条 件 : 存在 和 eR 
(入 称 为 Lagrange 乘 子 ) 满 足 


(1.6) 


这 样 , 一 旦 入 冯 0, 我 们 就 有 (x) 关 0, 此 时 , (1.3) 不 成 立 . 

下 面 , 我 们 给 出 (1.6) 的 一 个 证 明 思 路 . 由 于 (7z) 去 0, 它 就 
给 出 了 曲面 F(x) = 0 ( 即 fF-1(0)) 的 一 个 法 向 量 . 这 样 ， 对 任何 
v 上 (x), 存在 C1 曲线 o :|[-e,e] 一 下 -1(0) 使 得 g(0) = 到 且 
p(0) =wv. 于 是 , 由 到 的 极 小 性 , 以 及 w(t) e Ff-1(0), 我 们 有 
3[7(0(+0)) — A ec 
因此 , 对 任何 v4 锯 (z), 都 有 到 (动工 站 由 此 可 得 

(1) € {F(z)}) = span {F(z)}, (1.7) 


其 中 {4}+ 和 span {4} ee 4 的 正 交 补 和 由 4 张 成 的 线性 
空间 . 最 后 , 由 (1.7) 立即 得 到 结论 (1.6). 


0< 


图 1.1 


上 面 的 证 明 古 基于 几何 的 思想 得 到 的 . 读者 可 以 从 一 般 的 数 
学 分 析 教 材 中 找到 基于 隐 函 数 存在 定理 的 一 个 证 明 . 


半 
污 


问题 


例 1.3. 设 a,0E R2, a 关 b, 则 众所周知 : 
连接 a 和 0 的 最 短 的 ( 光滑 ) 曲线 是 直线 . (1.8) 
人 们 可 以 从 儿 何 的 角度 证 明 (1.8). 以 下 , 我 们 从 分 析 的 角度 


来 证 明 结 论 , 该 问题 尽管 非常 简单 ， 但 还 是 包含 了 许多 原始 的 思 
想 . 不 失 一 般 性 , 我 们 可 设 a = (0,0), b= (1,0). 记 


y(0) =y(1) =0}, 
则 对 任何 y(-) e Y, 曲线 zz 一 (zyz)) zx € [0,1] 的 长 度 为 


) 全 /VIA a 


Y= {yOesctod 


我 们 有 如 下 问题 
问题 ( 工 ). 寻找 y(:) EY, 使 得 
J(y()) = Ss J(y()). 
现在 ， 我 们 来 证 明 (18). 令 y(z) = 0, 则 zy(:) e 并， 且 对 任何 
%(JEY, 有 zz)2 兰 0 从 而 
(lh -1< [ viTaep i 7 (1.9) 


因此 , jy(-) 是 问题 () 的 一 个 解 , 它 是 直线 段 . 另 一 方面 ， 易 见 如 
果 vy(z) 半 0, 则 在 [0,1] 的 某 个 子 区 间 上 , y(z)2 > 0, 此 时 , (1.9) 中 
严格 不 等 式 成 立 . 这 表明 最 小 值 点 是 惟一 的 . 
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例 1.4. ( 捷 线 问题 ) 考虑 一 个 铅 直 平 面 , 在 其 上 建立 直角 坐标 
系 , 纵 轴 y 轴 指 向 下 方 . 给 定 两 点 (0,0) 及 (a,0b) 使 得 a > 0,050> 0. 
令 y(:) 为 连接 这 两 个 点 的 一 条 C1 曲线 ， 即 y(0 )=0 y(a) =b. 一 
个 粒子 受 重力 作用 以 初速 0 沿 曲线 y(:) 从 (0,0) 点 滑 向 (a,b). 我 
们 关心 的 问题 是 如 何 选 择 y(-) 使 得 该 粒子 从 0 " 侈 骨 到 (a,b) 的 
时 间 最 短 . 


假设 粒子 具有 质量 m. 用 s(t) 表示 该 粒子 从 点 (0,0) 出 发 后 
在 时 间 段 [0,4 内 ( 沿 着 曲线 ) 走 过 的 路 程 . 于 是 =v 就 是 粒子 的 
线 速度 . 由 能 量 守恒 定律 , 我 们 有 


1 ，» 
~mvy” = mgy 
2 


其 中 y 是 粒子 离开 初始 位 置 的 乖 直 位 移 . 这 样 , v = V29y, 从 而 ， 
Hd VITOY de 


二 
因此 , 粒子 移动 到 (a,b) 所 需 的 时 间 为 
全 四 so) 
V29y(z) 


> 原始 问题 就 化 为 在 条 件 y(0) = 0 和 y(a) = 下 ， 最 小 化 泛 
J(y()) 的 变 分 问题 . 


(0,0) a 1 


避 
| 
姓 
un 
圳 | 


最 优 控制 问题 


例 1.5. 考虑 一 部 电梯 .假设 电梯 的 总 质量 为 m， 离 地 距离 为 
y. 令 FU 为 时 刻 二 时 引擎 给 予 电梯 的 力 ， 由 Newton 第 二 定律 ; 
我 们 有 
mi(t) = F(t). 
自然 地 ， 我 们 需要 假定 电梯 引擎 的 功率 是 有 限 的 : 对 于 茶 个 Fi > 
0， 
IF < Fo. (1.10) 


假设 电梯 的 初始 状态 是 静止 在 地 面 (y = 0), 即 


我 们 希望 移动 电梯 使 之 在 时 刻 t= 二 T 停 在 高 度 1 = hh. 这 可 以 表示 
为 
y(T)=h, vy(T)=0. 


这 里 , t= 二 了 是 一 个 未 知 的 时 刻 . 我 们 的 目的 是 在 最 短 的 时 间 内 到 
达 高 度 几 注意 到 在 没有 引擎 功率 约束 的 情况 下 ( 即 当 Fo = 十 oo 
时 ), T > 0 能 够 任意 地 小 . 自然 这 是 没有 实际 意义 的 . 因此 约束 条 
件 (1.10) 使 我 们 的 问题 变 得 实际 . 


从 经 验 米 看 , 达到 目的 的 最 佳 方法 应 该 是 : 
ho, 0 

F(t) — ee y(t) 

0， vO 
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我 们 现在 就 来 证 明 上 面 的 策略 是 最 好 的 . 按 所 需 的 条 件 , 我 们 有 


T 和 
三 POdu= mwOd=mBC)-yoE0 
0 0 


人 ds 让 F(t) dt = my(s) ds = my(T) = mA 
因此 ， 


T 4 于 
mh = 1 at | FO ss= |/ (THOPFE) dt 


从 而 ， 
-mn= | (t+7)F(t) dt, vreR. 
0 

由 此 可 得 

区 昌 

1 / 上 +r| IE 县 m | E+ 
0 0 
Tr 
一 m | kd dt, vreR. 

因此 ， 


mh . T+r 
二 < Ff tdt. 
记 etr) = [71]t| qth 为 寻找 p(-) 的 最 小 值 , 我 们 令 


0= 9(7) = tr 


由 此 可 见 ， 
mh A ,, 
T>24 ee 六 
下 面 , 我 们 要 证 明 #* 是 所 需 的 最 短 时 间 . 为 此 ， 记 


Fo 0<t< 和 5 
F*(t) = —F, sgn c- 多 =| - 村 全 
一 上 0 “@ 


则 相应 的 六 (0) 满足 : 


让 t* /2 
0 0 六 加 


以 及 
be S 
my*(t*) = / a / FP*(t) dt 
0 0 
br 人 
= / (t* — DF*(t) dt = -|/ ts*( dt 
0 0 
t* /2 加 
= -/ Fot ur Fot dt 
0 t* /2 
= ep 三 
从 而 ， 


yt)=0, Y(t)=h. 
因而 ## 是 最 短 的 时 间 ， 而 相应 的 推进 力 是 FP*(.). 


接 下 来 , 我 们 米 做 一 些 进一步 的 观察 . 当 0 < t < 妇 /2 时 ， 


t Pt2 FP t*)2 h 
my () = (5) ds 三 一 < Li = 
0 


这 样 ， 


HU 
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类 似 地 , 我 们 有 


因此 , F*(-) 有 以 下 表达 式 : 


沙 Los y*(t) 三 [0, 4)， 
a 
(0 le 
这 就 证 实 了 我 们 直觉 所 给 出 的 结果 ， 


在 这 个 问题 中 , 推进 力 天 是 我 们 可 以 操纵 的 变量 . 在 本 课程 
中 ,这 一 变量 称 为 控制 (变量 ). 相应 地 ，F” 称 为 最 优 控制 


例 1.6. 考虑 一 个 准备 在 月 球 上 软 着 陆 的 航天 器 , 设 其 质量 为 
ml(t) (包括 燃料 ， 从 而 ， 它 与 时 间 有 关 )， 令 y(t) 为 航天 器 与 月 
球 的 距离 ，v(b 为 推进 力 (由 燃烧 燃料 产生 )，9 为 月 球 的 引力 常 
数 ， 在 这 里 ，v(.) 是 控制 变量 ， 由 Newton 第 二 定律 ， 并 注意 到 
a(t)| = 一 京介 与 推进 力 ult) 成 正比 ( 即 燃料 的 消耗 率 正 比 于 推 
进 力 的 大 小 )， 我 们 有 


ee fl 
m(t) = —kul(t). 
进一步 我们 还 需要 以 下 的 约束 条 件 : 

0<ult) <a, 

y(0) = vo, m(0) = mo, (1.12) 


我 们 的 问题 是 选择 控制 u(.) 使 得 (1.11)-(1.12) 成 立 且 消耗 的 燃料 
总 量 m(0) 一 m(T) 最 小 . 


例 1.7. 考虑 菜 企业 ， 生 产 某 种 产品 ， 其 货 存量 记 为 y(t). 令 
7( 昌 为 销售 速度 , u(t) 为 生产 速度 , 则 y(.) 满足 


| V(t) = —r(t) + ult), a 
y(0)= yo > 0. 
而 在 时 间 段 [0,T| 内 假设 储存 和 生产 的 成 本 为 
了 
Tal) ES {Lovt) + eu (1.14) 
0 
易 见 ， 我 们 有 以 下 约束 条 件 : 
| yl) > 0, t € [0,7]), (1:15) 
0<ult)<a 


其 中 a > 0 是 最 大 生产 速度 ， 问 题 便 是 在 条 件 (1.13), (1.15) 下 选 
择 wu(.) 使 得 (1.14) 最 小 . 这 里 生产 速度 uv(.) 扮演 了 控制 的 角色 . 


从 上 面 的 例子 大 致 可 以 看 到 , 函数 极 值 问 题 、 变 分 问题 和 最 优 
控制 问题 研究 的 都 是 极 值 (最 值 ) 问题 ,但 在 函数 极 值 问 题 中 , 情况 
最 为 简单 . 在 那里 要 寻找 的 解 是 R” 中 的 二 个 点 , 相应 的 指标 是 一 
个 函数 , 两 者 的 对 应 关系 非常 直接 . 对 于 变 分 问题 , 情况 变 得 要 复 
杂 一 些 , 这 时 候 , 要 寻找 的 解 是 一 个 函数 , 而 评判 的 指标 则 是 一 个 
泛 函 , 它 由 所 求 函数 本 喘 及 其 导数 直接 决定 . 所 以 这 是 一 个 泛 函 极 
值 (最 值 ) 问题 . 请 读者 注意 , 这 里 指标 依赖 于 函数 的 导数 使 得 变 分 
问题 本 质 上 有 别 于 函数 极 值 问题 :最 优 控制 问题 尽管 也 是 泛 函 极 值 
问题 , 而 且 它 要 寻找 的 最 优 控制 也 是 一 个 函数 , 但 是 指标 并 不 是 
接 依赖 于 控制 函数 本 吴 ,， 而 是 通过 另 一 个 称 为 状态 变量 的 函数 与 
控制 函数 一 起 来 确定 指标 的 值 . 状态 变量 与 控制 变量 之 间 则 通过 
一 个 动态 方程 发 生 联系 : 


不 难看 到 函数 极 值 问题 可 以 看 作 变 分 问题 的 特例 (尽管 这 样 
意义 不 大 ), 而 变 分 问题 又 可 以 看 作 最 优 控 制 问 题 的 特例 . 今后 


2. 最 优 控制 问题 的 一 般 形式 11 


我 们 还 将 看 到 , 一 方面 , 从 函数 极 值 问题 到 变 分 问题 , 再 发 展 到 最 
优 控制 问题 的 研究 , 每 一 步 都 产生 了 新 的 思想 , 另 一 方面 , 在 这 些 
学 科 中 , 某 些 最 基本 的 思想 还 是 相 道 的 和 非常 有 效 的 . 


8$2. 最 优 控制 问题 的 一 般 形 式 


本 克 中 , 我 们 将 给 出 最 优 控制 问题 的 一 般 提 法 . 同时 , 我 们 将 
建立 各 种 最 优 控 制 问 题 间 的 等 价 性 . 


一 般 最 优 控 制 问题 


控制 系统 (简称 系统 ) 可 以 视 为 一 个 “黑箱 ”. 人 们 将 一 种 称 为 
输入 的 行为 作用 于 它 , 并 通过 它 得 到 一 种 称 为 输出 的 结果 . 这 样 ， 
人 们 就 可 以 认为 系统 给 出 了 由 输入 得 到 输出 的 二 种 关系 .在 输入 
和 输出 的 中 间 , 有 一 个 重要 的 事物 , 称 为 (系统 的 ) 状 态 . 从 输入 到 
状态 的 过 程 称 为 控制 , 而 从 状态 到 输出 的 过 程 称 为 观测 . 由 于 这 些 
原因 , 我 们 分 别 简称 输入 和 输出 为 控制 和 观测 . 一 般 来 说 ,人们 所 
能 看 到 的 是 输出 , 而 状态 一 般 是 不 能 直接 观察 到 的 . 在 数学 上 , 如 
果 我 们 可 以 从 输出 完整 地 将 状态 构造 出 来 ,我们 就 称 系 统 是 完全 
能 观 的 . 对 于 这 种 情形 , 我 们 可 以 简单 地 将 输出 和 状态 等 同 起 来 . 
而 这 正 古 我 们 在 本 书 的 余下 部 分 要 讨论 的 情形 . 


我 们 可 以 想象 输入 与 状态 之 间 的 关系 可 以 相当 的 复杂 . 为 了 
研究 这 一 过 程 , 我 们 需要 忽略 一 些 相 对 不 太 重 要 的 因素 . 今后 , 我 
们 将 仅仅 考虑 输入 到 状态 的 过 程 可 以 由 党 微分 方程 描述 的 情形 . 


考虑 以 下 笛 微 分 方程 : 


y(t) = f(t, v0), u(t), te [0,7]. (2.1) 
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在 上 面 的 方程 中 , y(t) 取 值 于 R”, 表示 系统 在 t 时 刻 的 状态 (或 输 
出 ); w(t) 取 值 于 杂 个 度量 空间 UV, 表示 在 t 时 刻 的 控制 (或 输入 ). 
系统 的 演化 由 给 定 的 映射 三: [0,T] x R" x U 一 R” 确定 . 我 们 称 
(2.1) 为 状态 方程 . 在 一 定 条 件 下 , 我 们 可 以 证 明 对 于 集合 


Y[0, TE {wu: [0,7 =U|u() 可 测 } 


中 的 控制 w(.) 以 及 任何 初始 状态 we R", 状态 方程 (2.1) 有 惟一 
的 解 y(.) 全 y(.; go,u(J))， 称 为 控制 w(.) 作用 再 始 于 yo 的 状态 轨 
线 , 记 

YI0, TI ES {vy ;vou()) | oe BR”, ul) € YI0, TI 

PIO, TS {(y ;v0,4()), 2()) | yo € BR", u(:) € YT0, DT)}. 


任何 (y(-),u(-)) € P[0,T] 称 为 状态 - 控制 对 . 通常 ， 对 于 状态 和 
控制 会 有 一 些 约束 . 在 我 们 所 考虑 的 范围 内 , 最 一 般 的 形式 应 该 是 


FOCUS (2.2) 


其 中 了 是 某 个 度量 空间 To 的 一 个 子 集 ， 而 PP: C(I0,7];R”) x 
Y10,T] 一 To 是 一 个 给 定 的 映射 . 令 Pra.r[0,7T] 由 满足 如 下 条 件 的 
状态 - 控制 对 组 成 : u(:) e 多 [0, 史 ,wy() 是 方程 (2.1) 相应 于 控制 
u(-) 和 初始 状态 yo 的 解 , 使 得 约束 条 件 (2.2) 满足 . 需要 注意 的 是 
对 于 同一 个 控制 u(-), 由 于 初始 状态 ye R” 的 变化 ， 可 能 会 有 
方程 (2.1) 满足 (2.2) 的 多 个 解 . 任何 (y(-),u(-)) es Pat10,7T] 称 为 
一 个 可 行 对 ; 而 y(-) 入 (-) 则 分 别称 为 可 行 状 态 轨 线 和 可 行 控制 . 
记 所 有 可 行 状 态 轨 线 的 集合 为 ymrl0,T]， 所 有 可 行 控制 的 集合 大 
Urr[0, 了 T]. 一 般 说 米 ， 可 行 对 集 Parrl0,7T] 依赖 于 映射 和 集合 
T, 从 而 它 有 可 能 是 空 集 . 自然 , PpF[0,7T] 非 空 当 上 且 仅 当 pr[0,T 
非 空 . 当 T = To 时 , (2;2) 总 是 成 立 ， 这 意味 着 事实 上 没有 约束 . 
此 时 , rr[0,T] = 用 [0 中 . 


现在 , 我 们 给 出 约束 (2.2) 的 一 些 特例 : 


2. 最 优 控制 问题 的 一 般 形式 


1. 初始 状态 和 终端 状态 独立 约束 设 50, Sr C R"” 为 非 空 
(2.3) 


考虑 以 下 约束 : 
y(0) € So0, y(T) € 37. 
对 于 这 种 情形 , 我 们 只 需要 定义 
Fy(), UOD) = (y(0), y(T)), 
Y (y(),u()) € C(O0, Tl; RY) x YY[0, 7] 
以 及 T= S50 x 57, To = R2”. 该 情形 的 一 个 特例 是 So = {yo} 及 
S7 = {yrT} 为 两 单 点 集 , 称 为 固定 端点 约束 ， 
2. 初始 状态 和 终端 状态 联合 约束 这 是 以 上 情形 的 推广 令 


(2.4) 


9 C 及 .考虑 约束 : 


(y(0),y(T)) E 5. 
对 于 这 一 情形 , 我 们 可 以 用 (2.4) 定义 五 ,而 令 工 = 5, To = RX". 
该 情形 一 个 有 趣 的 特例 是 所 谓 周期 约束 : 
y(0) = y(7). (2.5) 


3. 点 状 状态 约束 给 定 5 : [0, 了 7 一 2 . 考虑 状态 约束 : 


yjest), vaelo 梧 ， 


在 这 一 情形 , 我 们 可 以 定义 
Y 小刀 力 ECUOT ER x YL0,T), 


Fy(), 4()) 一世 (人 )， 
以 及 
rT A{z(.) € Le(0,T; Re)lz(t) € S(t), v te [0,7)), 


To = LY(0,T; R”). 


其 中 一 个 有 趣 的 特例 是 


y(t) > 0, te [0,T]. 


4. 积分 约束 令 SC R™,g :1[0,T]xR"”xU 一 RR” 是 一 给 定 

的 映射 . 考虑 关于 状态 和 控制 的 约束 : 
I 
) g(t,y(t), u(t)) dt € 9. 
此 时 ,可 定义 
Fly(),u(J)= / glt, y(t), uld)) dh, 
VvV(y(°),u(:)) € C([0,T]; R”) x 0, 1, 

以 及 T= 5, To = R™. 

我 们 可 以 构造 由 (2.2) 所 涵盖 的 其 他 更 多 类 型 的 约束 . 

研究 集合 Ww.r[0,7T] 非 空 性 的 问题 称 为 能 控 性 问题 . 这 是 一 个 
非常 难 的 问题 ， 迄 今 为 止 ， 还 没有 一 个 非常 令 人 满意 的 一 般 性 理 
论 . 我 们 将 在 以 后 对 这 一 问题 做 适当 的 讨论 . 

现在 , 假设 YUzr[0,7] 非 空 , 则 该 集合 可 能 包含 多 个 控制 . 一 
个 自然 的 问题 是 (在 某 种 意义 下 ) 哪个 控制 是 最 好 的 . 为 了 评价 某 
一 个 控制 ， 对 于 (y(-),u(-)) € Prrl0, 了 I， 我 们 引入 某 种 形式 的 性 
能 指标 (指标 泛 函 ) J(y()saw(:)). 通常 ，7(:) 的 定义 域 可 能 小 于 
Pp.r[0, 了 (即使 没有 约束 时 , 也 可 能 出 现 这 种 情况 ). 这 样 ， 我们 就 
必须 把 Pp.r[0, 了 中 的 某 些 元 排除 出 我 们 的 考虑 范围 . 记 

Paal0, TS DD 
三 {(vy(),u())e Parr[0;,T]| 7(y(),u(-)) 有 定义 }. 

任何 一 对 (y(-),4(:)) € Paal0,T| 称 为 允许 对 ,而 y(-) 和 w(-) 分 别 
称 为 允许 状态 轨 线 和 允许 控制 . 分 别 记 所 有 允许 状态 轨 线 和 允许 
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控制 的 集合 为 yaal0, 和 al0, 了 TI. 进一步 , 易 见 Ya[0, 下 非 空 
当 且 仅 当 yal0,] 非 空 . 


现在 ,我 们 叙述 以 下 的 最 优 控制 问题 . 
问题 (GC). 寻找 (za()) € Paal0,7T], 使 得 


了 (区 小 有 = inf 7(y(), 4()). (2.6) 


(y(°),u()) EPaal0,T] 


满足 (2.6) 的 任 一 对 (7(), 有)) & Paal0, 7] 称 为 最 优 对 ， 而 相应 的 
y(-) 入 (-) 分 别称 为 最 优 状 态 轨 线 和 最 优 控制 . 


下 而 我 们 给 出 性 能 指标 的 一 些 重 要 例子 . 
1. Mayer 型 泛 函 假设 我 们 只 对 状态 在 最 后 时 刻 二 = 工 的 状 


况 感 兴趣 . 例如 , 我 们 希望 使 最 后 状态 y(T) 接近 于 某 个 特殊 的 值 ， 
则 我 们 可 以 定义 性 能 指标 为 


IT 二 AT) VY), (0) € DTI), 


其 路 : R” 一 及 为 一 给 定 的 映射 . 这 类 泛 函 称 为 Mayer 型 泛 函 .， 
如 果 人 ) 是 有 限 的 , 特别 当 它 是 连续 的 时 候 , 则 对 任何 (y(:),w(:)) € 
Pr.r[0, 了，Jm(y(-),u(-)) 都 是 适 定 的 . 于 是 , 在 这 种 情形 , 我 们 有 
Paal0,T] = Parl0, 了 TI 然而 ， 当 h(-) 可 以 取 值 无 限 ,， 辟 如 当 h(.) 
是 一 个 可 以 取 值 为 +co- 的 下 半 : 连 续 函 数 ( 详 见 第 四 章 ) 时 ,一般 
说 来 ，Pagl0, 7T] 就 会 不 同 于 Pa,r[0,T]. 当 我 们 所 取 的 性 能 指标 是 
Ju(-) 时 , 相应 的 问题 (GC) 就 称 为 Mayer 问题 . 为 简单 起 见 , 记 
为 (M) 问题 . 


2. Lagrange 型 泛 函 假设 我 们 只 对 状态 在 [0, 7T] 时 间 段 内 状 
态 和 控制 的 状况 感 兴趣 : 例如 , 我 们 希望 在 [0,T] 时 段 能 使 状态 轨 
线 接近 于 某 一 条 给 定 的 轨 线 ， 而 同时 希望 花费 相应 的 能 量 尽 可 能 
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少 . 为 此 , 我 们 可 以 选取 一 个 有: [0, 了 Tx IR" xU 一 R, 设计 具有 
以 下 形式 的 性 能 指标 : 


到 
a)=/ Fv) at v0), al) DT) 
0 
这 样 的 泛 函 称 为 Lagrange 型 泛 函 . 显然， 
D(z) = {(v(),u()) EPrrlo, TY f° oa e107 BD 


从 而 , 一 般 情 况 下 ,Paal0,T] 包含 于 Prr[0; 罗 . 当 f°(.，. ,:) 有 界 
时 , 我 们 可 知 集合 Pua[0,7] 等 同 于 Par[l0, 本. 当 我 们 所 取 的 性 能 
指标 是 效 ()， 相 应 的 问题 (GC) 就 称 为 Lagrange 问题 (简称 (L) 
问题 ) 


3. Bolza wm 假设 我 们 现在 不 仅 对 [0, 7] 时 间 段 内 状态 和 
控制 的 状况 感 兴趣 , 还 对 最 后 的 状态 感 兴趣 , 则 我 们 结合 上 面 两 种 
情形 ， 设计 具有 以 下 形式 的 性 能 指标 : 


Js(y(), ul fot ylt 
Y (y(°),u(:)) € D(JB), 
其 中 , h : R* 一 R, f° : [0,T] x R"*xU 一 R. 这 样 的 泛 函 称 为 
Bolza 型 泛 函 . 根据 前 面 的 讨论 , 我 们 知道 , 一 般 情况 下 ;Psal0, 了 T] 
包含 于 Par[0,T]， 当 我 们 所 取 的 性 能 指标 是 Js(-)， 相 应 的 问题 
(GC) 就 称 为 Bolza 问题 (简称 (B) 问题 ). 


下 面 ， 我 们 介绍 (B) 问题 的 一 个 重要 特例 . 考虑 以 下 形式 的 


| y(t) = A(Dy() + Bu(t), ts [0,7), 
y(0) = yo, 
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Y 
A 


中 4(0) € L%(0,7T;R"*")，B(-) € L”(0,T;R"”*™)， 控制 域 是 
= R™, 没有 约束 . 而 性 能 指标 定义 为 
= (Gy(T), VCT)) 
+ { {Qu0) + Rul Mat (2.7) 
其 中 @() es L%(0,7T;S”), R(-) € L%(0,7T;S™), Ge S" (S" 是 所 有 


(n xn) 阶 对 称 阵 的 全 体 )， 所 谓 线 性 二 次 最 优 控制 问题 (简称 LQ 
问题 ) 是 要 寻找 一 个 控制 如 :) s Wsal0,T] 最 小 化 (2.7). 易 见 ， 


Yal0, T] 之 L2(0,7; R™). 

但 是 一 般 说 来 ， Z|0, | 关 Wald, |: 
Mayer, Lagrange 和 Bolza 问题 的 等 价 性 

在 一 定 的 条 件 下 , (M) 问题 、(L) 问题 和 (B) 问题 都 是 等 价 的 : 
我 们 有 : 

命题 2.1. (i) (M) 问题 和 (L) 问题 是 (B) 问题 的 特例 . 

(i) (B) 问题 是 (M) 问题 的 特例 . 

( 耻 ) 如 果 h(-) 绝对 连续 ,日 约束 条 件 使 得 初始 状态 -y(0) = yo 
问 定 , 那么 (B) 问题 是 (LL) 问题 的 特例 . 

证 明 . (i) 是 显然 的 . 

(i 考虑 了 "中 的 (M) 问题 , 其 状态 y() = (y(),y(-)) 满 
足以 下 方程 : 


全 的 2 
Ss ( /0, (0 A 
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性 能 指标 为 
July(OuO) = hyT)) + HT) = Ta(y(), ul)), 


约束 条 件 同 原始 问题 的 约束 加 上 如 (0) = 0, 则 我 们 可 以 看 到 (B) 
问题 是 (M) 问题 的 特例 . 

(ii 对 于 (-) 为 绝对 连续 、 初 始 状态 y(0) = yo 固定 的 情形 ， 
我 们 考虑 具有 以 下 性 能 指标 的 (L) 问题 : 


厂 人 Cu) 
T 
a [°Ct, (8), a(t)) + (hy (ve Ft, vt), wt) | dB 
Vv (y(),u()) € DIE). (2.8) 


由 于 初始 状态 y(0) = yo 国定 , 最 小 化 由 (2.8) 定义 的 Jz(y(),w(")) 
等 价 于 最 小 化 以 下 泛 函 : 


= py(m)+ f° SO,uD)dt 
= 
这 样 ， 我们 就 得 到 了 (ii 


其 他 类 型 的 问题 
现在 , 我 们 简短 地 介绍 一 些 其 他 类 型 的 最 优 控制 问题 ， 


1. 不 定时 间 区 域 问题 


在 上 面 的 讨论 中 , 时 间 区 域 [ou2] 是 回 定 的 . 因此 , 我 们 称 它 
们 为 国定 时 间 区 域 问题 . 在 实际 应 用 中 , 同样 需要 处 理 时 间 区 域 变 
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化 的 问题 . 一 个 典型 的 问题 是 所 谓 的 时 间 最 优 控制 问题 . 以 下 , 我 
们 先 来 介绍 这 一 问题 . 考虑 状态 方程 (2.1), 其 中 7 > 0 不 是 回 定 
的 , 状态 约束 为 (2.3), 性 能 指标 是 

J(y(),u())=T, Vv (vy),u()) € Pr,rl0;T]. 
最 优 控制 问题 是 寻找 一 个 控制 使 得 状态 y(:) 在 最 短 的 时 间 内 ， 从 
yo € So 到达 目标 集 Sr. 这 一 问题 称 为 时 间 最 优 控制 问题 (简称 
(T) 问题 )， 


更 一 般 的 情形 下 ， 我 们 提出 所 谓 不 定时 间 区 域 的 最 优 控制 问 
题 (简称 (N) 问题 ) 如 下 . 考虑 一 个 控制 系统 (2.1), 其 中 人 > 0 不 
必 是 固定 的 . 约束 条 件 具有 以 下 形式 (比较 (2.2)): 


FP(T,y(), ul)) ET, (2.9) 


其 中 工 是 某 个 度量 空间 To 的 子 集 , F : [0,+co) x C(I0, 十 00); R”) x 
Y[0, 十 oo) 一 To 是 一 个 给 定 的 映射 ， 其 中 多 [0,+co) 的 定义 方 
式 是 显然 的 . 我 们 令 Fir 是 这 样 一 些 三 元 组 (7T,Y(-),()) 的 集 
合 : u(") & [0, 了 T, y(") 是 方程 (2.1) 相应 于 wu(-) 以 及 茶 个 初始 状 
态 yo 的 解 ， 它 满足 约束 条 件 (2.9). 现在 ， 性 能 指标 的 形式 应 该 
为 7(T,y(-), 4(-)). 相应 的 最 优 控制 问题 就 称 为 不 定时 间 区 域 最 优 
控制 问题 . 同样 , 这 时 的 性 能 指标 仍 可 以 具有 Jm、Jz 或 J 的 形 
式 . 由 于 全 > 0 不 是 固定 的 ,我 们 有 


Ju(T,y(), uC)) 用 y(7)), Vv (vy(:), ul(:)) € D(Jm), 
E 中 记 : [0,+o0) x RAS R 是 不 给 定 的 映射 


NN 


不 
zu()) 者 | f°(t, yt), u(t))dt, Ya) € DJ), 


中 f°:[0, 二 0)xRrxU 一 BR; 而 


机 


下 
JB(T ZW <)+ / f° (y(t), u(t)) dt, 
v (y(),u()) € D(JB), 
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其 中 久 : [0,+co) xR2 一 R, 0 :10,+00) x RR”?xU 一 RR. 现 在 , 如 
果 我 们 令 f° 三 1、 取 二 作 为 性 能 指标 , 并 以 (2.2) 作为 状态 约束 ， 
我 们 就 得 到 前 述 的 时 间 最 优 控制 问题 . 
2. 转换 控制 问题 
考虑 有 限 个 状态 方程 (m > 2): 
yt) = f(t,y(t),qd), tel0,T), de DE{1,2,...,m}. (210) 
每 一 个 方程 表示 了 系统 的 一 种 运行 模式 . 在 每 一 个 时 刻 , 都 有 其 中 
一 个 模式 在 运行 ， 而 人 们 可 以 在 茶 一 列 时 刻 0<n1<z<.…<7T 
使 系统 从 某 个 运行 模式 转换 到 另 一 运行 模式 . 任何 二 次 转换 都 需 
要 一 个 正 的 转换 费用 . 为 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 无 约束 情形 ， 而 
(2.10) 的 每 个 方程 都 是 适 定 的 ， 即 : 对 任何 de D 以 及 初始 状态 
y( 妇 ) E R*， 相 应 的 方程 在 [ti,to] 上 有 惟一 的 解 . 记 
DI[0,T] { {Ti, di}i>0 
0= 7 <n ESE VI 
或 对 某 个 i, 五 三 于 } ， 
任何 d(-) 全 {55,4di}izo 称 为 一 个 转换 控制 , 它 意味 着 在 (i > 1) 
时 刻 ， 人 们 将 系统 从 模式 4d;_1 转换 到 qd;. 对 于 这 一 控制 问题 ,性 
能 指标 将 取 以 下 形式 : 
Js(d)) = ny) Flv), dj 


ol1 “Ti-1l 


dcD dd 


十 》 0(m Gd (2.11) 
i>1 
上 式 石 端 的 三 项 分 别 表示 终端 状态 的 费用 、 运行 费用 和 转换 费用 ， 
其 中 0: [0, 了 xDxDo— [0, +00), 而 (Ti, di_1, di) 是 在 Ti 时 刻 从 
模式 di;_1 转换 到 模式 di 的 费用 通 肖 ,我 们 假设 


0(t,d,d) > 0, v ?OW D, dd. 
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所 谓 最 优 转 换 控 制 问题 (简称 (S) 问题 ) 是 要 寻找 一 个 转换 控制 便 
它 最 小 化 性 能 指标 (2.11). 注意 , 一 般 说 来 , 9(t, dg) 0(t, d,d) 


我 们 注意 到 转换 费用 的 出 现 使 得 (S) 问题 与 问题 (GC) 有 了 
本 质 的 不 同 . 


一 个 有 趣 的 特殊 情形 是 下 述 所 谓 的 最 优 停止 问题 . 取 m= 2， 
f(t,y,2) 三 0， 且 0(t,2,1) 充分 大 . 这 样 ,一 日 二 个 最 优 转换 控制 
将 系统 转换 到 模式 2， 它 就 不 会 再 转换 到 模式 1. 因此 , 在 整个 时 
间 段 内 ， 我 们 至 多 有 一 次 转换 . 换言之 , 系统 从 模式 1 开始 , 运行 
到 某 个 时 刻 1 < 了 7, 然后 停止 . 我 们 的 问题 是 寻找 最 佳 的 时 刻 使 之 
停止 . 因此 , 我 们 称 它 为 最 优 停止 问题 . 对 于 这 一 问题 , 性 能 指标 
可 以 写成 : 


7 = hv) rom D+ Pv D) at 


加 rv) + [Pvt)) a 


其 中 h(t,y) 三 (Vy) 十 00,1,2)， 用 (t, 贡 二 (ty,1). 自然 ,我们 也 
可 以 考虑 有 状态 约束 的 转换 控制 问题 . 这 样 的 问题 必然 会 更 复杂 ， 
我 们 希望 读者 能 考虑 如 何 恰当 地 提出 这 种 问题 . 

3. 脉冲 控制 

在 前 面 的 讨论 中 ， 状 态 轨 线 y(-) 是 连续 的 . 下面 的 问题 将 允 
许 y() 不 连续 . 考虑 以 下 (积分 形式 的 ) 状态 方程 : 


ul) = + fv) dat et) ga, (2.12) 


中 《() 是 分 段 肖 值 函 数 : 


NM 
A 


上 = >》 EXlonro0) (tt slo, 7]. 


j>1 
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在 (2.12) 的 厂 端 加 上 &(-) 后 , 使 得 在 每 个 时 刻 o;， 状态 有 一 个 二 
为 6 的 跳跃 . 这 样 的 跳跃 称 为 一 个 脉冲 , 而 &(-) 就 称 为 一 个 脉 六 
控制 . 通常 , 对 于 脉冲 控制 有 一 些 约束 . 典型 的 约束 形式 是 


tj) EK, vtel0,7), 


其 中 KC R” 是 一 个 锥 . 在 每 个 时 刻 oj, 一 旦 有 跳跃 ,与 之 相对 
应 就 会 有 一 个 正 的 脉冲 费用 . 为 简单 起 见 , 我 们 再 一 次 只 考虑 无 约 
束 情 形 , 性 能 指标 具有 以 下 形式 : 


曙 


UU 


T(E()) +f Jobsd) dt #3é;). A (2.13) 
j>1 
上 式 右 端 三 项 分 别 表 示 终 端 状 态 费 用 、 运行 费用 和 脉冲 费用 ,其 弟 


WU : * [0, 了] X 玉 一 (0, 十 co)， 而 Ww(0j, 5) 是 在 时 刻 O07 由 脉冲 ( 引起 
的 费用 . 这 里 


w(t,€) > 0， Vice[07 ee 天. 


所 谓 最 优 脉冲 控 制 问题 (简称 (D 问题 ) 就 是 寻找 一 个 脉冲 控制 使 
之 最 小 化 性 能 指标 (2.13). 


同样 , 由 于 脉冲 控制 和 脉冲 费用 的 出 现 , (D 问题 与 问题 (GC) 
是 非常 不 同 的 . 


4. 最 小 最 大 问题 


在 上 面 的 讨论 中 ,除了 点 状 状态 约束 (2.5) 以 外 , 我 们 对 [0, 并 T] 

上 的 状态 y(.) 的 评估 是 在 一 种 “平均 ”意义 下 进行 . 也 就 是 说 , 在 

性 能 指标 中 , 只 是 出 现 了 [0, 了 上 关于 状态 的 积分 型 的 项 . 但 有 时 

候 ， 人 们 需要 状态 y(-) 与 某 个 函数 在 每 个 时 刻 te [0,7] 都 能 尽 可 

能 接近 . 对 此 ,我 们 可 以 设计 一 个 指标 泛 函 , 使 之 包含 以 下 类 型 的 
项 : 


max, |y(t) — 2(D)), 


tE[0,T] 
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其 中 z(:) 是 所 期 望 的 状态 轨迹 . 一 般 地 ， 我 们 可 以 引入 以 下 形式 
的 性 能 指标 : 
TY(), VCD) = esssup h(t, y(t), ult)), 
te[0,7] (2.14) 
Yu) € Pr.rlo, 7], 
其 中 万 : [0,T] x R" xU 一 R. 这 样 ,我们 的 问题 就 是 寻找 一 对 
(y(),u()) & Perl0,T] 使 之 最 小 化 一 个 具有 最 大 值 形 式 的 性 能 指 
标 . 因此 , 我 们 称 之 为 最 小 最 大 问题 (简称 (MM) 问题 ). 由 于 性 能 
指标 (2.14) 的 性 质 要 差 于 .Jir, Jr 和 Js， 因此; 这 是 一 个 比较 难 
于 研究 的 问题 . 


5. 两 人 零 和 微分 对 策 


如 果 影 响 (微分 方程 描述 的 ) 控制 系统 还 有 一 个 我 们 的 对 手 ， 
这 个 对 手 的 目的 是 最 大 化 我 们 的 性 能 指标 , 我 们 的 目的 则 古 最 小 
化 这 个 性 能 指标 . 则 相应 的 问题 称 为 两 人 零 和 微分 对 策 . 


例如 , 在 实际 生活 中 , 干扰 处 处 存在 . 同样 , 一 些 计算 误差 、 模 
型 近似 等 等 , 也 都 是 不 可 避免 的 . 这 一 切 都 可 以 笼统 地 看 作 控 制 系 
统 (或 性 能 指标 ) 的 不 确定 性 . 为 了 最 优化 我 们 的 性 能 指标 ,我 们 
需要 寻找 一 个 能 照顾 到 所 有 这 些 不 确定 性 的 控制 两 人 零 和 微分 
对 集束 是 处 理 这 类 问题 的 一 个 方法 . 在 这 个 框架 下 ; 我 们 把 所 有 不 
确定 性 看 作 一 个 试图 最 大 化 我 们 的 性 能 指标 的 对 手 . 当然 , 这 只 是 
一 种 简单 化 的 做 法 .我 们 并 不 排除 不 确定 性 在 某 些 情形 下 有 着 正 
面 作用 . 


下 面 , 我 们 米 介绍 两 人 零 和 微分 对 集 问 题 : 


考虑 以 下 状态 方程 : 
y(t) = F(t, y(t), ut) v(t)), te [0,7], (2.15) 


中 %() 是 状态 , u(:) 古 原来 的 控制 , 取 值 于 度量 空间 UV, wv(-) 表 


Vy 
4 
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示 不 确定 性 , 它 取 值 于 另 一 个 度量 空间 了 , f:[0,7T]xR”?xUxV 一 
R” 是 一 个 给 定 的 映射 . 我 们 可 以 看 到 (2.15) 与 (2.1) 的 区 别 惑 在 
于 在 (2.15) 中 有 一 个 不 确定 性 v(). 令 


Y[0, TS fv: [0,T] = VI wv() 可 测 }. 


这 可 以 看 作 我 们 的 对 手 的 控制 集 . 为 简单 起 见 ,我们 在 这 里 仅 考 
虚无 约束 情形 , 而 且 状 态 方程 (2.15) 是 适 定 的 : 对 任何 yo E R2， 
(wu(),2()) € [0, 了 Tj]xY[0, 了 ,存在 惟一 解 y(-) 三 y( ;yo,4(),v(")). 
同样 ,为 了 明确 起 见 , 我 们 考虑 Bolza 型 的 性 能 指标 : 


到 
JeoaOaO=aeCD)+ 1/ f°(t, y(t), u(t), v(t)) dt, 
V (yo,u(),0()) € RY x Yl0,T] x YI0,T]. 
我 们 期 望 最 小 化 性 能 指标 , 而 对 手 期 望 最 大 化 性 能 指标 . 这 就 称 为 
两 人 零 和 微分 对 策 ， 当 状态 方程 为 线性 、 指 标 为 二 次 泛 函 且 UV = 
Rm™、V 为 一 闭 球 时 ， 上述 问题 称 为 > 问题 . 


我 们 提请 读者 注意 前 面 介绍 的 问题 可 以 混合 起 来 得 到 许多 不 
同 的 问题 . 例如 , 可 以 考虑 一 个 控制 问题 , 它 含 有 通常 的 控制 (有 
时 候 称 为 连续 控制 或 正则 控制 )、 转 换 控制 和 脉冲 控制 ， 同样 ， 也 
可 以 考虑 同时 具有 最 大 值 型 泛 函 和 不 确定 性 的 控制 问题 , 等 等. 


$3- 历史 回顾 


下 面 , 我 们 简短 地 回顾 一 下 最 优 控制 理论 的 历史 . 以 下 材料 基 
于 雍 炯 敏 - 周迅 宇 的 专著 [51]. 

尽管 最 优 控制 理论 出 现 于 三 十 世纪 五 十 年 代 ， 但 本 质 上 属于 
这 一 类 的 问题 很 早 就 出 现 了 ; 这 其 至 可 以 追溯 到 古人 发 现 两 点 之 
间 以 直线 段 为 最 短 的 时 代 . 
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诞生 于 十 七 世纪 初 的 变 分 学 是 最 优 控制 理论 普遍 为 人 们 接受 

的 一 个 前 身 . 以 下 是 关于 变 分 学 的 一 段 简 史 . 它 也 将 为 下 一 章 的 
内 容 提 供 一 定 的 背景 材料 . 1662 年 ，Pierre de Fermat(1601-1665) 
在 他 的 文章 中 利用 最 小 化 光线 通过 两 种 不 同 媒 介 的 时 间 ; 得 到 现 
在 称 为 Fermat 最 短 时 间 原 理 的 结果 . 按 H. Goldstine [29]， 这 
很 可 能 是 变 分 学 诞生 的 标志 (尽管 在 Fermat 的 时 代 , 不 曾 有 变 分 
学 一 词 ). 1685 年 , Isaac Newton (1643 一 1727) 研究 了 刻画 最 小 咀 
尼 的 旋转 刚体 问题 . 更 让 人 感 兴趣 的 是 在 1696 年 6 月 ，Johann 
Bernoulli (1667 一 1748) 以 求解 车 名 的 捷 线 问题 挑战 当时 的 数学 界 . 
捷 线 问题 最 早 是 由 Galilei Galileo (1564 一 1642) 提出 的 ， 但 给 出 
的 解答 是 错误 的 . 该 问题 的 解 在 1697 年 ， 由 Johann Bernoulli、 
其 兄 Jacob Bernoulli (1654 一 1705)、Gottfried W. Leibniz (1646 一 
1716)、Newton、Marqduis de PHéspital (1661 一 1704) 以 及 Ehren- 
fried Walter von Tschirnhaus (1651 一 1708) 各 自 独立 解决 .1744 
年 , Leonard Euler (1707 一 1783) 得 到 了 临界 点 的 一 阶 必要 条 件 一 
现在 称 为 Euler 方程 (或 了 uler-Lagrange 方程 ). 1755 年 , Joseph 
L. Lagrange (1736 一 1813) 引入 了 上 所谓 的 5- 变 分 , 开创 了 该 领域 的 
新 纪元 . 1756 年 , 当 Euler 得 知 Lagrange 的 工作 后 , 为 该 学 科 打造 
变 分 学 一 词 . 1786 年 , Adrien-Marie Legendre (1752 一 1833) 引入 
二 阶 变 分 以 研究 临界 点 成 为 最 大 值 点 或 最 小 值 点 的 充分 条 件 . 但 
他 的 文章 有 一 个 严重 的 缺陷 , 这 一 缺陷 后 来 由 Karl G. J. Jacobi 
(1804 一 1851) 于 1838 年 填补 ， 形成 了 所 谓 的 Legendre-Jacobi 
理论 . 1833 年 , William R. Hamiilton (1805 一 1865) 引入 了 Hamil- 
ton 最 小 作用 量 原理 (一 个 比较 模糊 的 描述 是 Pierrie L. M. Mau- 
pertuis (1698 一 1759) 在 1744 给 出 的 ). 1834 一 1835 年 间 , Hamilton 
建立 了 与 Euler 江 agrange 方程 等 价 的 一 个 常 微 分 方程 系统 (现在 
称 为 Hamilton 正则 方程 组 )， 同 时 ， 他 还 得 到 了 _ Hamilton- 
Jacobi 方程 ， 该 方程 由 Jacobi 在 1838 年 作 了 改进 . 其 后 ， 许 
多 科学 家 在 这 一 领域 作出 了 广泛 的 贡献 . 其 中 主要 的 有 Karl K. 
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Weierstrass (1815 一 1897), Ludwig Scheeffer, Rudolff F. A. Clebsch 
(1833—1872), Adolph Mayer (1839—1907), Oskar Bolza (1857 一 
1942), Adolph Kneser (1862 一 1930), David Hilbert (1862—1943), 
Gilbert A. Bliss (1876—1951), Hans Hahn (1879—1934)) 和 Con- 
stantin Carathéodory (1873 一 1950). 一 般 认 为 ， 至 二 十 世纪 中 叶 ， 
所 谓 变 分 学 的 经 典 理论 已 经 完成 . 关于 变 分 学 的 更 为 详细 的 综述 
以 及 历史 可 参见 H. H. Goldstine [26], Giaquinta-Hildebrandt [25], 
Stampacchia [44, McShane [39] 以 及 Pesch-Bulirsch [41]. 值得 注意 
的 是 1900 年 国际 数学 家 大 会 上 Hilbert 提出 的 著名 的 23 问题 中 ， 
第 23 问题 是 关于 变 分 学 的 , 而 第 19 和 第 20 问题 与 这 一 学 科 紧 密 
相关 . 


根据 Bellman-Kalaba 0D，( 数 学 的 ) 控制 理论 很 可 能 应 该 追 
漳 到 James C. Maxwell (1831 一 1879) 1868 年 的 工作 和 J. Vyshne- 
gradskii 在 1876 年 的 工作 . 其 他 对 这 一 学 科 有 重要 影响 的 学 者 有 
Adolf Hurwitz (1859 一 1919), Henri H: Poincaré (1854—1912), Alek- 
sandr M. Liapounoff [Lyapunov| (1857—1918), H. Nyquist, Norbert 
Wiener (1894—1964), 和 Andrey N. Kolmogorov (1903—1987). 


现代 最 优 控制 理论 始 于 二 战 结束 . 主要 的 出 发 点 可 能 是 在 美 
国 和 苏联 的 一 些 科学 家 (由 于 众所周知 的 原因 ) 所 研究 的 (微分 ) 对 
策 . 一 群 在 兰 德 公 司 工 作 的 科学 家 , 包括 R. Bellman, J. P. LaSalle， 
D. Blackwell, R. Isaacs, W. H. Fleming 和 L. D. Berkovitz, 在 40 
年 代 晚 期 和 50 年 代 早 期 广泛 地 研究 了 微分 对 策 及 其 相关 问题 . 这 
一 研究 为 Bellman 动 态 规划 原理 的 诞生 提供 了 一 个 民 好 的 环境 . 这 
一 原理 首次 正式 发 表 于 1953 年 (尽管 Bellman (1920 一 1984) 声称 
在 两 年 之 前 已 得 到 该 原理 ， 见 Bellman [9], 第 115 页 ). 另 一 方面 ， 
根据 L. S. Pontryagi (1908 一 1988) [2 ， 他 们 的 学 派 ,在 Steklov 
数学 研究 所 领导 的 持续 要 求 下 ， 在 1952 年 秋 开 始 了 最 优 控制 过 
程 的 研究 ， 其 标志 是 在 Steklov 数学 研究 所 举办 的 一 个 定期 的 研 
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讨 会 , 参加 者 还 有 V. G. Boltyanskii, R. V. Gamkrelidze; 和 E. F. 
Mishchenko. 在 众多 的 工程 问题 中 , 他 们 选 出 了 三 类 问题 : 第 微分 
方程 的 奇异 摄 动 ， 微 分 扎 击 和 蝶 避 对 策 ， 以 及 最 优 控制 理论 ， 基 
于 他 们 广泛 的 研究 ，1956 年 ， 他 们 宣布 了 Pontryagin 最 大 值 原 
理 . 另 一 方面 ，R. E. Kalman [29 在 50 年 代 后 期 建立 了 具有 二 
次 性 能 指标 的 线性 系统 (简称 LQ 问题 ) 理论 . 在 莫斯科 举行 的 第 
一 届 IFAC 会 议 (International Federation of Automatic Control) 
上 , Bellman、Pontryagin 和 Kalman 各 自 报告 了 动态 规划 方法 、 最 
大 值 原理 和 LQ 理论 !， 正式 宣告 了 现代 最 优 控制 理论 登 上 历史 舞 
和 


王 交 


uM 


1. 设 J:G 一 RR 是 一 个 连续 函数 . 
GD 设 G = [wa. 证 明 7() 在 G 眶 有 最 小 值 . 
人 当 G = (a,b) 时 , 给 出 一 个 例子 使 (-) 没有 最 小 值 . 对 于 G = (ww 
这 一 情形 ,能 和 否 给 出 一 个 条 件 保证 7(:) 具有 最 小 值 . 
(iii) 设 7() 是 C1 函数 . 举例 说 明 (1.3) 在 .7() 的 最 小 值 点 不 成 立 . 
(iv) 设 J(-) 是 C1 函数 ,G = [0,1]U [2,3]. 又 设 z 是 4(-) 的 一 个 最 小 值 
点 , 给 出 x 满足 的 必要 条 件 . 
2. 讨论 区 域 9 Cc R” 内 的 C2 函数 了: 9 一 RR 的 极 小 值 点 满足 的 一 阶 、 二 
阶 必要 条 件 和 充分 条 件 . 
3. 试 给 出 型 为 (1.5) 的 例 , 使 得 相应 的 入 冯 0. 
4. (i) 构造 一 个 LQ 问题 使 得 , [0, Waal0, Tl. 
(ii) 在 什么 条 件 下 , 等 式 成 立 ? 
5. 构造 三 个 型 为 (2.2) 但 不 同 于 第 三 节 中 例子 的 状态 和 控制 约束 的 例子 . 
6. 构造 三 个 最 优 控 制 问 题 , 使 得 它 是 第 二 节 中 所 列 问 题 的 一 些 不 同 组 合 . 


rr A < 1 


1 这 些 工 作 现 在 被 认为 是 最 优 控制 理论 的 三 个 里 程 碑 ; 见 Fleming [22]. 
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Q) 将 上 述 系统 写成 (2.1) 的 形式 . 
的 求 将 系统 从 状态 (930D20 CD)=o=(00… 
到 (h,0,…,0) 的 时 间 最 优 控制 . 
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81. 症 集 


我 们 假定 读者 具有 线性 代数 的 基本 知识 . 


定义 1.1. 设 马 CR". 我 们 称 马 是 
(i) 开 的 , 如 果 对 任何 zx € ,存在 6 > 0, 使 得 开 球 


A 人 
Bs(x)= {ye R"| lz-y<6}ER. 


(ii) 闭 的 , 如 果 马 的 补 集 B* 会 R"\ 瑟 是 开 的 1. 
(ii) 紧 的 , 如 果 它 既是 有 界 的 又 是 闭 的 ?2. 
(iv) 凸 的 , 如 果 


ari+(l—ar EE, Veri,r2 € Eb,ael0,1l. 


对 任何 CR”, 称 包含 的 最 小 闭 集 为 的 闭 包 , 记 作 五 ; 
称 忆 包含 的 最 大 开 集 为 召 的 内 部 (或 开 核 ), 记 作 五. 


命题 于 25 (i) 设 Ebi, Eo» € BY 是 凸 的 ， 则 对 任何 人 1 起 R, 

集合 
和 

al 玉生 GPaE=E {alizl 牛 Qa75|7ZT € Pi, rT2 € Eo} 


1 等 价 地 , 马 是 闭 的 , 如 果 对 任何 收敛 于 z 的 点 列 zk E B， 有 zz€ 瑟 . 
2 这 一 定义 仅 在 有 限 维 空间 (例如 在 R” 中 时 是 正确 的 一 般 的 定义 应 该 是 :的 
任何 开 履 盖 都 有 有 限 子 覆盖 ， 
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也 是 西 的 . 进一步 ， 如 果 ,2 都 是 闭 的 ,而 其 中 之 一 是 有 界 的 ， 
则 oiBi +oao 是 辐 闭 的 . 

人 设 {EI 和 E A} 是 由 R” 中 凸 集 组 成 的 集 族 , 则 们 EB 也 


入 EA 
是 凸 的 . 


上 述 命题 的 证 明 留 给 读者 自行 完成 . 我 们 指出 对 于 凸 集 如 和 
2， 由 命题 1.2(i), 集合 轧 土 Bo、aiB1、 刀 i 十 {7Y} 和 一 万 等 都 是 
凸 的 . 但 是 集合 妃 UUBo 和 i \ Bo 都 未 必 是 凸 的 . 


定义 1.3. 设 已 C R?. 称 包含 五 的 最 小 的 凸 ( 闭 ) 集 为 古 
的 凸 ( 闭 ) 包 , 记 为 (co 万 ) co 也 


k k 
op- 人 om eo.o DS (L131) 


=1 Cl 


证 明 . 记 (1.1) 的 右 端 为 G. 易 见 G 是 凸 的 目 包 含 ,从 而 
coBC G. 另 一 方面 , 如 果 是 一 个 包含 的 后 集 , 则 它 一 定 包 
合 G. 这 就 是 说 G 是 包含 五 的 最 小 的 凸 集 ， 即 为 ieo B. 这 就 证 明 
了 命题 


如 果 有 mw > 0， So =T hEN 使 得 = ag 则 z 称 为 
本 的 一 个 他 组 合 . 
以 下 结果 是 由 Carathéodory 首先 得 到 的 , 它 给 出 了 集合 coB 


更 精细 的 描述 . 它 表明 , 为 了 描述 co , 在 命题 1.4 中 有 的 取 值 只 
要 达到 n 十 1 就 足够 了 . 
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定理 1.5. 设 马 C R”, x € coR, 则 存在 zx;EEB 以 及 a;>0 
(0<i<m) 使 得 


nN 
T= > (eZh > ;S11. 
i=0 i 


证 明 . 由 命题 1.4, 对 任何 x € co 五 , 存在 xiEEB 以 及 0 
(1 < i<k) 使 得 


大 大 
发 夺 > iy > B= | 
i=0 i=0 


如 果 大 < n, 则 已 经 得 到 结果 . 现 设 > n. 我 们 可 以 假设 对 任 
何 i= 0,…,k, 有 am > 0. 由 于 了 Rn 中 处 个 向 量 zo 一 vp,z1 一 
Zk ,Tk-1 一 Zk 必定 是 线性 相关 的 ， 我 们 可 以 找到 不 全 为 零 的 
Bo0,… ,Br-1 € R 使 得 


k—1l1 
邻 [a > >》 Di 则 
d=0 


i 
>》 5: 二 

ey oi k—1 

YBizs 二 >》， 入 一 > Bixk = 0, 
i=0 i=0 i=0 


进一步, 不妨 假设 四 是 (1 7 有 中 得 最 大 者 , 即 


2 


ii _ || 


Qi Qk 
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因为 B; (= 0,…,%) 不 全 为 零 , 我 们 有 Bi 关 0 以 及 
eg Ui 
k 
而 且 
| -1 i 
Yi = 1 一 i 二 和 一 一 | 
2 (A 2 fF 
而 
k 
2 = i os2i = 3 QiTi 十 QZ = 2 CO) 
=0 
= ,£1 | 
= > Qi 站 >》 Bimi es Di 
i=0 Bk fi i=0 
这 就 是 说 , x 可 以 表示 为 马 中 个 点 的 加 组合. 于 是 ， 定理 结论 
由 归纳 法 可 得 . 
以 下 是 上 述 定 理 的 一 个 有 趣 的 应 用 . 
命题 1.6. 设 忆 CR" 是 紧 集 , 则 co 妃 是 凸 紧 集 . 
证 明 . 由 于 马 有 界 , 因而 有 常数 M > 0 使 得 
ES vrerb. 
从 而 ， 由 命题 1.4 可 得 co 已 是 有 界 集 . 
下 面 ， 我 们 来 证 明 co 互 是 闭 的 . 设 zz EcoEk, lim zm = zx. 
我 们 要 证 ze co 召 . 由 定理 1.5, 我 们 有 以 下 表示 : 


Nn 
三 > Qn m= 
i=0 
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QF Qi 21 一 05 当 m 一 00， 二 0,…,n 
EA 
显然 ， 
nN 
Q; 过 0, >》 ai 一 1， 21 E 五 
i=0 
进一步 ， 


A Nn 
T= lm zx” = lim > WF 全 > Qi0i € coOF. 
TM O00 
i=0 


m—o0 
2 三 


这 就 证 明了 co 五 是 闭 的 , 从 而 命题 得 证 . 


需要 注意 的 是 , 在 证 明 coB 的 闭 性 时 ， 仅 有 命题 1.4 是 不 够 
的 . 请 读者 考虑 为 什么 . 


命题 1.7. 设 马 C R2 是 非 空 凸 闭 集 , 则 对 任何 z €& R", 有 惟 
TE 


一 的 元 E 古 使 得 


人 
-|= d(x, B) 2 inflz=. 1.2 
[2 -z= dz, DW jp (1.2) 


进一步 , 元 可 由 以 下 变 分 不 等 式 刻画 : 


(一 二/ 一 ZU SiS (1.3) 
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图 2.1 
证 明 . 首先 , 我 们 来 证 明 z 的 存在 性 . 记 


人 
dS inf lr—y=dx,B)>0 
Tal lg y| =d(z, E) > 0, 


则 有 一 列 zk € 马 使 得 


dim Izx—Zz|=d. (1.4) 
由 平行 四 边 形 法 则 
= 
= 2z— zl +2z— zl — |27 He re) 
TT; 土工 
= 2|z— zl +2z— zl m4lz — (1.5) 
司 且 In 信 Za 时 
由 于 马 是 凸 集 ， 从 而 — 于 是 
[zj — zu < 2lz 二 2 十 2lz 一 zk 2 一 402. (1.6) 


这 样 , 我 们 看 到 {xz} 事实 上 是 R” 中 的 一 个 Cauchy 序列 . 由 古 
的 闭 性 , 我 们 有 


TLEED. 


由 (1.4) 立即 可 得 (1.2) 成 立 . 这 样 我 们 就 证 明了 到 的 存在 性 . 
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我 们 指出 , 惟一 性 事实 上 已 包含 在 上 面 的 证 明 中 . 假使 还 有 另 
一 个 yeB 满足 


最 后 , 对 任何 ye BB 以 及 as (0,1), 我 们 有 
z+a(y—z)=ayi+(l—azerk. 
从 而 


zz 和 = F<le-s-ay- a 


lz 一 下 一 2a(z 一 五 一 动 十 ay 一 天 
即 
2(7 — 1,y— 7) < aly— 2. 
令 a 一 0+, 我 们 就 得 到 (1.3). 反 过 来 二 如 果 (3) 有 成立 则 对 任何 
VE 五 ， 


iz-y = lz-z-(y-a) 


|V 
Ee 
| 
S 
eS 


从 而 (1.2) 成 立 . 


定理 1.8. 设 刀 ,Bs CR" 是 两 个 互 不 相交 的 非 空 凸 财 集 ， 琴 
有 界 , 则 存在 ce R 以 及 和 EIR", | 和 | 三 了 满足 


(AN, £1) EA (Nr2), V Z1 E bi, rx» € Eo. (1.7) 


上 式 说 明 超 平面 (和 ,XY) 二 c 严格 分 离开 了 集合 Bl 和 Eo. 


36 第 二 章 准备 知识 


(AZ) = 


图 2.2 


证 明 . 首先 我 们 假设 轧 = {0}. 此 时 , 由 于 0g¢ Eo 而 Bo 是 
凸 闭 的 , 由 命题 1.7, 存在 惟一 的 z € Bo 使 得 


0 < | 二 三 inf |z2l. 
Z2E 忆 2 


。 四 
从 一 二 C 一 aa 0; 
则 |A| = 1. 而 由 (1.3), 我 们 有 
en 中 = -可 人 sro ves,. 
从 而 
(入 72) > (入 元) > 56, V Za E bo. 
因此 ， 


(入 , 0) EN， V Za € bo. 
这 样 ,我 们 就 对 Bi = {0} 的 情形 证 明了 结果 . 


对 一 般 的 情形 ， 置 = Eo 一 本, 则 由 命题 1.2, 刀 是 凸 闭 的 ， 
由 于 妃 和 Ez 不 相交 我们 有 09 五 . 由 前 面 所 证 明 的 结果 ， 存 
在 和 eR",| 和 =1 以 及 ci€ RR 使 得 


0= (M,0) < cl ~ 全 人 六 有 VZE 石 . 
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从 而 
(入 ,2)》 > cl ++ (NM, 21), V rz1 €E bi, x2 € bo. 
于 是 令 
C 三 让 SUD (N20; 
2 Z1EBE1 
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可 测 集 
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首先 , 我 们 来 回顾 Lebesgue 可 测 集 和 Borel 集 的 概念 . 记 2 


为 由 R” 中 所 有 子 集 构成 的 集 族 . 
定义 2.1. 称 多 C2R 是 一 个 o- 域 , 如 果 
() Vv Ee ,i=1,2,..., UBeF: 
2 
(ii) VEi, Po € F, Bi\ Eo€ ?2; 


(ii) R*€ 2. 


对 任何 儿 S 28 , 包含 多 的 最 小 的 o- 域 称 为 由 多 年 成 的 o- 
域 ， 记 为 o(). 由 玉 ” 中 开 集 的 全 体 O 生成 的 o- 域 称 为 R” 的 
Borel o- 域 ， 记 为 多 (R") ( 简 记 为 2). 可 以 证 明 多 也 是 由 R” 


中 闭 集 的 全 体 生成 的 o- 域 . 多 中 的 元 素 称 为 Borél 集 . 


对 于 R” 中 以 二 (21, 22, "BEN) 为 中 心 、 边 长 为 26 >0 的 


方 体 Qs(z) = 由 [ED oj 定义 


“| 


m( 52)) = (20)". 


(2.1) 
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一 般 地 , 对 任何 巨 C R", 定义 


= inf{ Dm (Qi) 


可 以 证 明 当 五 是 方 体 时 ， 上述 定 义 不 会 和 (2.1) 矛盾 . 图 


EC U Qi，Qi 为 方 体 》 (2.2) 


N={ECR” 


m(E) = 0}. 


称 .中 的 元 素 为 零 测度 集 . 易 见 零 测度 集 的 子 集 仍 是 零 测度 集 . 
记 儿 = Z(R") = o( 多 U1) 为 由 多 UN 蛋 成 的 o- 城乡 
中 的 元 素 称 为 Lebesgue 可 测 集 ( 有 时 简称 为 可 测 集 ). 逢 得 注意 ， 
乡 头 28"， 即 Rn 中 存在 Lebesgue 不 可 测 集 . 事实 上 , 我 们 有 如 下 
结果 : 


定理 2.2. 设 妃 E R", 则 以 下 条 件 等 价 
(i 马 是 Lebesgue 可 测 集 ; 
(让 存在 一 个 Borel 集 B € 多 和 零 测度 集 N & .NWN, 使 得 


E= BJN; 


(ii) 对 任何 BE CR”， 


m(B)=m(E( YE)+m(E\ BE); 


(iv) 当 瑟 是 有 界 集 时 ， 


sup{m( 记 | 高 E 互 为 闲 集 } = inf{m(G)| G 2 万 为 开 集 } 


进一步 , 关于 m, 我 们 还 有 


MD 
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(ii) m( 已 ) = 》 mm( 甩 )) Vv Ec,pEf\E Mz 


4 4 


今后 ， 我 们 称 m 为 R* 上 的 Lebesgue 测度 ， 称 mi(E) 为 


轧 e .2 的 Lebesgue 测度 . 以 后 , 我 们 也 常用 | 如 | 来 表示 m(B). 在 
上 面 的 定理 中 , (者 ) 称 为 m 的 可 列 可 加 性 . 尽管 按照 (2.2), m(:) 对 
所 有 的 e 2R* 有 定义 , 但 可 列 可 加 性 一 般 仅 对 关中 的 集合 才 成 


YY. 


可 测 函 数 
现在 , 我 们 来 考虑 R*” 上 的 函数 . 
定义 2.4. 设 马 CR" 可 测 . 


(人 通 数 f : 马 一 R 称 为 简单 函数 如果 存在 Pi € . 儿 , BP; CB 


(1 之 i<k), 使 得 


站 
= 2 Xle), 7 CW 


其 中 a; € R, 而 xp,(') 是 i; 的 特征 函数 : 


(z) um ll 如 果 和 Ei, 
yy 0， 如 果 Tr ¢ bE;. 


i) 函数 f : 妃 一 R 称 为 (Lebesgue) 可 测 函 数 ， 如 果 对 任何 


ceR 


{>c} Sf!)= {re Elf(z) > ce} 


是 Lebesgue 可 测 集 
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(过 ) 函数 请: 瑟 一 及 称 为 Borel 可 测 函 数 , 如 果 对 任何 ce R,， 
{f >c} 是 Borel 集 . 


可 以 证 明 在 上 述 定义 的 (说 和 (证) 中 , { > ce 可 以 换 成 {f > 
cj {fo} 或 {f <. 进一步 , 我 们 可 以 证 明了 可 测 当 且 仅 当 对 
任何 Be %, f-1(B)e .22. 3 


命题 2.5. 可 测 子 数 具有 如 下 基本 性 质 : 


(i) 如 果 f,g 可 测 ， 则 f 十 ag (ae R), .93f/g( 如 果 对 任何 
2;, 9g(Z) 天 0), min{f,g},max{f,9}, 以 及 | 有 | 都 是 可 测 的 . 
(让 如 果 fi 可 测 , 则 lim fi， lim fi, inf fr 以 及 sup 及 均 可 
大 一 co “一 co hk 
测 |. 
( 道 ) f 可 测 当 且 仅 当 存 在 一 列 简 单子 数列 有 i, 使 得 在 除 掉 一 个 
零 测 度 集 外 , 点 点 收敛 于 f， 特别, 任何 简单 函数 是 可 测 的 . 


可 测 函 数 还 有 以 下 重要 的 性 质 : 


定理 2.6. 设 马 C R" 为 有 界 可 测 集 , 凡是 马上 的 可 测 函 数 
列 ， 几 乎 处 处 收敛 于 4, 则 


(i) fi 一 定 按 测 度 收 化 于 f. 5 


(站) (Egorov) 对 任何 e > 03 存 在 B.C E, 使 得 m(B\B.) < es， 
而 fh 在 B。 上 一 致 收敛 于 下 


3 由 此 ,站 可 测 当 且 仅 当 对 任何 开 集 O € O, 广 !(O) € .7 即 开 集 的 逆 是 可 测 集 . 
而 根据 拓扑 学 的 观点 ,7 连续 当日 仅 当 对 任何 开 集 O es O, f-1(O) es O. 这 是 一 个 有 
意义 的 比较 . 
4 如 果 除 去 互 的 一 个 零 测度 的 子 集 Eo, 某 种 性 质 P 在 \ Eo 成 立 , 我 们 就 称 PP 
在 瓦 上 几乎 处 钼 成立, 记 为 已 a.e. 妃 . 这 样 大 一 万 ace. 五, 即 太 在 瓦 上 几乎 处 
处 收敛 于 f 是 指 存在 零 测 度 集 Bo C 五 , 使 得 f(z) 一 f(2), Vz€ EE\ Eo. 

5 即 对 任何 s > 0, limk ,mn{fze 如 [fn(z) — fi) > e} = 0. 
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定理 2.7. (Riesz) 设 已 CR" 为 可 测 集 ， fi 是 瑟 上 的 可 测 通 
数列 ， 按 测度 收敛 于 f, 则 存在 fi 的 子 列 {f1;} 在 马上 几乎 处 处 
收敛 于 了 . 


定理 2.8. (Luzin) 设 马 CR" 可 测 , f :一 RR 可 测 , 则 对 于 
任意 s > 0, 存在 闭 集 思 . C ,使 得 m(\B) <e, 而 f 限 制 在 
。 上 是 连续 的 5. 


一 般 说 米 , 可 测 函 数 的 复合 函数 不 一 定 是 可 测 的 . 以 下 例子 基 
一 维 不 可 测 集 的 存在 性 ， 


例 2.1. 设 马 CR 是 Lebesgue 不 可 测 集 . 定义 ff:R2 一 RR 


_ 1， 如 果 z=ye 世 ， 
f(x,y) 和 | 0， 其 它 ， 
则 易 见 f 是 R2 中 零 测度 集 {(z, 功 |w ye 2 卫 克 关 各 机 现 册 
而 它 是 可 测 的 . 取 对 ZE 了 有, 令 g(z) 三 zZ, 则 9() 是 及 上 的 可 测 函 
数 (事实 上 还 是 连续 函数 ). 令 F(x) 三 jz,g(z))， 则 易 见 F(-) 不 
是 可 测 浮 数 . 


为 


对 于 可 测 函数 , 复合 函数 的 可 测 性 是 一 个 比较 复杂 的 问题 . 这 
里 我 们 只 给 出 两 个 结果 . 对 这 一 问题 的 更 一 般 的 结果 需要 用 到 
Souslin 空间 的 有 关 知 误 . 


定理 2.9. 设 有 函数 三: 及" x R™ 一 R 满 是 对 任何 WE R™， 
f(,y) 是 可 测 的 , 而 对 任何 zx < R"， f(x,:) 是 连续 的 7， 则 对 任何 
5 当 巨 为 R" 申 的 一 服 的 集合 时 ,我 们 称 函 数 /在 如 上 连续 , 是 指 ，VY zo e 忆 ， 
ve>0,35>0, 当 |z 一 xo|<5 上 且 xE&EB 时, 有 |f(z) 一 f(xo)| <e. 等 价 地 , 对 


R" 中 任何 开 集 U, f-1(UV) = {z€ 如 | f(z) EW} 是 已 的 (相对 ) 开 集 . 
7 通常 称 这 样 的 函数 为 Carathéodory 函数 . 
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(向 量 值 ) 可 测 函 数 上 : R" 一 R", 复合 
测 的 . 


中 
区 
六 
B 
| 
~ 
全 
S 
A» 
二 


证 明 . 取 R” 中 的 一 个 稠密 子 集 {yi,y2,…}. 对 于 ij > 1, 定 
义 
和 1 


人 四 1 人 
Fi;= {rz€R”||é(z)— yl < 7 Fi; =fBi; \ () Ex. 
NE 


从 而 对 固定 的 i 五; 可 测 ， 两 两 不 交 , 用 R” = (J 人;. 于 是 可 定 
j=1 
义 
G(R = WE ys ls 
易 见 &(-) 可 测 ， 且 &(-) 在 R” 上 点 点 收敛 于 &(-). 
jcS(a) 可 测 , 而 feelo) = Jlim f(z, &(0)). 各 和 


即 得 结论 . 


定理 2.10. 设 f:R"xR™" 一 R 是 Borel 可 测 函 数 . € : RR" 一 
R™ 可 测 , 则 复合 函数 zP f(x,&(X)) 是 可 测 的 . 


这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 日 行 完成 . 


Lebesgue 积分 


在 本 书 , 如 果 没 有 特别 说 明 , 我 们 用 到 的 积分 都 将 是 Lebesgue 
积分 . 下 面 我 们 回顾 一 下 Lebesgue 积分 的 基本 性 质 . 


命题 2.11; 设 加 ER" 可 测 . 有 :如 一 R 可 测 , 则 


介 车 mm(B) < +co 了: 召 一 RR 有 界 ， 则 f 可 积 . 


8 向 量 值 函数 及 其 可 测定 性 的 定义 见 下 一 节 - 
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(ii) f 可 积 当 且 仅 当 | 有 | 可 积 . 进一步 有 


] 上 人 /to) dz| < 人 Pol dz (2.3) 


命题 2.12. 设 马 CR" 可 测 , 且 f,g: 马 一 RR 可 积 , 则 

(i) 对 任何 ae R，f 十 ag 可 积 . 

(i) fvVg 三 max(f,g) 以 及 fg 三 min(f,9) 可 积 . 

(这 ) 如 果 Bi, Bo € 2 且 BPi 站 By=$, 加 B= BB, 则 了 在 
忆 1, B2 上 均 可 积 ， 且 


/ Ri 
PE 五 1 万 > 


(iv) 对 任何 = > 0, 存在 简单 函数 p 使 得 


人 [jz) 一 oz dz < <. (2.4) 


(Vv) 如 果 妃 是 一 个 区 域 , 则 对 任何 。 > 0, 存在 分 块 常 值 函 数 
9 使 得 (2.4) 成 立 . 


(vi) 如 果 马 是 一 个 区 域 , 则 对 任何 = > 0, 存 在 妃 上 的 0C” 函 
数 2 使 得 (2.4) 成 立 . 


(vii) (绝对 连续 性 ) 对 任何 。> 0, 存在 5 > 0, 使 得 对 任何 
eEY,e CH, 若 m(e) <56, 便 有 


We 和 


tH 


下 面 是 Lebesgue 积分 理论 中 三 个 非常 重要 的 定理 . 
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定理 2.13. (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 已 c R"” 可 测 , fk,g: 
五 一 及 可 积 (k > 1), 满足 


[请 (zJE g(x), ae. E, Vk>1, 

pn fr(z)= f(z), ae.B, (2.5) 
则 了 可 积 , 且 

#0) dw 三 lm f filo) dm. (2.6) 


定理 2.14. (Lévy 单调 收敛 定理 ) 设 BC RR” 可 测 , 秦 : 了 一 
及 可 积 ， 且 关于 大 单调 增加 : 


fr(x) < frril(z), a.e.k>1, 
则 
us a Me fam ri 
其 中 上 式 两 边 都 允许 取 上 +cc. 


定理 2.15. (Fatou 引 理 ) 设 CR% 可 测 , 太 ,g :BB 一 RR 可 
织 ， 且 
fr(7) > g(7), a.e. k=>1, 
则 
a lm folg) dz < lm | f(z) dz 


k—00 大 一 co JE 


83. 向 量 值 函数 及 Liapounof 定理 


本 节 中 , 我 们 将 允许 函数 取 值 于 R*， 为 简单 起 见 , 我 们 只 
虑 函数 定义 域 为 一 维 子 集 的 情形 . 
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定义 3.1. 设 马 CR 可 测 , f=(fi,… ,所 ) :EB 一 R?, 则 ff 
称 为 一 个 向 量 值 函数 ?. 


(i) 称 f 是 (Lebesgue, Borel) 可 测 的 ， 如 果 所 有 :EE 一 RR 
是 (Lebesgue, Borel) 可 测 的 . 


(ii) 称 f 是 (Lebesgue) 可 积 的 ， 如果 所 有 所 :如 一 RR 是 可 积 
的 ,此 时 , 我们 记 


上 万 ( dt 


| [sok] 


值得 注意 的 是 当 n> 1 时 ，/ f() dte R", 而 不 是 忆 
五 


人 f(t) dt 


向 量 值 函 数 的 导数 可 以 类 似 地 定义 . 


我 们 指出 命题 2.11 一 2.13( 除 去 2.12( 边 ) 对 疝 量 值 函数 也 成 立 . 


现在 , 我 们 叙述 关于 向 量 值 函数 积分 的 一 个 非 第 漂亮 的 结果 ， 
在 以 后 各 章 , 这 一 结果 将 非常 有 用 . 


定理 3.2. (P. K. Liapounoff 定理 ) 设 y(:) € Li(a,b;R") 
入 (-) : [a,9] 一 [0,1] 可 测 , 则 存在 可 测 集 马 C [a, 趾 , 使 得 


b 
, A(t)y(t) dt = | y(t) dt. 


推论 3.3. 设 y(:) e Li(a,0;IR?), 和 € (0;1) 是 一 个 常数 , 则 存 
在 可 测 集 已 c [a,0], 使 得 m(E) = 入 (b 一 a)， 


| ”0 | a 


9 同 点 的 表示 类 似 , 在 行文 中 , 我 们 也 经 常 把 f 写成 (所 ,…, fn). 


3 
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由 Liapounoff 定理 , 容易 归纳 地 证 明 以 下 更 一 般 的 Liapounoff 
型 定理 : 


定理 3.4. 设 忆 Cl[a,0| 可 测 , yj;(:) EL'(E;R”), Co 一 
[0,1] 可 测 (1 < 7 和, 满足 


2 
>》 和 ji) = 1, a.e. 五 ， 
j=1 
则 存在 可 测 集 B; C 已 ， 使 得 


£ 


=()E;, EE; A (zzD 
j=1 


84. 泛 函 分 析 中 的 一 些 结果 


在 变 分 理论 、 最 优 控制 理论 中 , 熟练 运用 泛 函 分 析 中 揭示 的 一 
是 极为 重要 的 . 在 这 一 习 , 我 们 着 重 引用 本 课程 常用 


定义 4.1. 线性 空间 XX 称 为 是 赋 范 线性 空间 ， 如 果 存 在 一 个 
称 为 范 数 的 映射 ‖ -省 :XX 一 [0,+eo) 满足 以 下 条 件 : 


人 lzl 兰 0 VYzeEX, 且 z=0 当 且 仅 当 z=0; 


(i) llazl =lal llzll, Ya e R, ze X; 
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(省) (三 角 不 等 式 ) z+ yl < |z| +]yll, Y zy eX. 


如 果 对 任何 满足 以 下 条 件 的 序列 zi EX ( 称 为 Cauchy 序列 ): 


lim ||zx — zel|l = 0， 
大 ,一 co 
总 有 zeX 使 得 10 
lim llzx — zl| = 0， 
k—o0 


则 称 为 X 是 一 个 完备 的 赋 范 线性 空间 (通常 称 为 Banach 空间 ). 


常用 的 Banach 空间 有 


( Euclidean 空间 R”, 对 于 其 中 的 元 x = (x1, 72,…,2"7), 赋 
予 范 数 


i 
了 


lol (Der), (4.1) 


其 中 pe [+col. 当 p= 2 时 , (4.1) 就 给 出 了 通常 的 Buclidean 范 
数 上 | = 上 ls. 当 p= +oo 时 , |lzll 全 wax lz. 何以 证 明 任何 
让 R” 成 为 赋 范 线性 空间 的 范 数 . 川 都 是 与 |. l 获 价 的 , 即 存在 
常数 Ci, Ca > 0 使 得 


Cillzll < Nall < Collzl, YzER- (4.2) 


人 12 空间 : 


{{ar} lar eB, > 服 " "< poo L, +o%), 
1? 全 k>1 


{ {a ynz1les e R, supla”| < To0), p= 十 co， 
k=1 


10 这 样 的 z 称 为 zk 的 ( 强 ) 极限 . 对 于 赋 范 线性 空间 , 容易 证 明 当 一 个 序列 的 极限 
存在 时 ,极限 总 是 惟一 的 . 
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赋予 范 数 


工 
有 le?)", pe [+oo)， 
Hell 三 4 1 


sup |a*|, 六 三 十 cao, 
k>1 
(ii) L? 空间 : 
L?(a,b; R”) 全 


{f : (a,5) = R” 


fu (DP dt< Eco Dell,+60), 
{f: (oD) — ER"| eassup IO) +00} Dioo 
赋予 范 数 


(f sOPa)’, pe lto0) 


esssup |f(tW)|, p=+o. 
tE(a,b) 


Pa 
flrrcavRr) = 


通常 L?(a,b;R) 记 为 L?(a,5). 

(iv C 空间 : 

C([a, gl; R") 全 {f: [a 可 一 R"|f() 连续 }， 
赋予 范 数 
上川 cdeaian) = 人 [f(t)|. 

值得 注意 的 是 在 上 面 的 例子 中 ， 只 有 “R” 是 有 限 维 的 . 任 取 
一 个 非 零 的 和 E 及 全 则 {tré|k 之 1} < O(a, 了 7) © L?(a,b; R”) 
是 一 个 线性 无 关 的 无 限 集 . 这 表明 L?(a,b;R”*) 和 C(a, 相 ;R2) 都 


是 无 限 维 的 , 同样 可 以 证 明 名 也 是 无 限 维 的 . 今后 我 们 将 会 看 到 ， 
无 限 维 空间 与 有 限 维 空间 之 间 有 着 许多 本 质 的 区 别 . 这 一 点 , 在 处 
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一 些 结果 


4. 泛 函 分 析 中 的 


定 要 引起 足够 的 重视 . 而 对 了 有 限 维 赋 
维 数 的 Euclid 空间 . 
宇 间 (有 限 维 或 无 限 维 ). 


理 无 限 维 空间 的 问题 时 一 
范 线性 空间 ， 本质 上 它们 都 等 同 于 同一 


以 下 , 我 们 将 以 X 表示 Banach 


定义 4.2. 映射 了 :X 一 下 称 为 是 有 界线 性 泛 函 , 如 果 : 


Va,peRyr,yeX, (2) 


f(az + By)= af(z)+Bf(Y), 


而 且 存 在 M > 0, 使 得 
jz < Mllzll, W7 € X. (4.4) 


从 (4.4) 可 见 , 有 界线 性 泛 函 f 将 XX 中 的 有 界 集 映 成 有 界 集 
另 一 方面 , 可 以 证 明 若 f 满足 (4.3)( 称 为 线性 泛 函 )， 且 将 X 中 的 
任何 有 界 集 映 成 有 界 集 ， 则 /一 定 是 有 界线 性 泛 函 . 这 就 是 为 什 
么 我 们 把 这 种 泛 函 称 为 是 有 界 的 . 进一步 ， 由 (4.3) 一 (4.4), 可 得 


vz,y GE . 


[f(z) — f(y)| < Mz — yl, 


因此 , 一 个 有 界线 性 泛 函 一 定 是 ripschitz 0 去 的 . 另 一 方面 ， 可 
以 证 明 一 个 线性 泛 函 如 果 是 连续 的 , 则 它 一 定 是 有 界 的 . 因此 , 对 
今后 将 不 再 区 别 有 界 性 和 连续 性 . 


于 X 上 的 线性 泛 函 , 今 
对 于 任何 有 界线 性 泛 函 f 3X 一 R, 我 们 定义 
p 
1 用 en a= Sop f(z) 
称 之 为 了 的 范 数 . 这 是 因为 如 果 我 们 记 X* 为 X 上 有 界线 性 泛 函 
的 全 体 , 并 在 其 中 引入 线性 结构 : 


(af 十 Do) = of (2) + PB9(2), 


(4.5) 


Whe X, f,g eX”, 
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则 X* 就 成 为 一 个 线性 空间 , 而 (4.5) 成 为 X* 上 的 一 个 范 数 . 到 
一 步 可 以 证 明 在 这 个 范 数 下 ，X* 还 是 一 个 Banach 空间 . 我 们 称 
之 为 区 的 对 偶 (对 偶 空间 ). 


以 下 类 型 的 结果 称 为 Riesz 表示 定理 ,它们 给 出 了 对 侦 空间 
的 一 种 表达 方式 . 


定理 4.3. 设 pe [1, 十 00), 令 gq( 时 常 被 记 为 Dp) 为 p 的 对 偶 


数 : 
bs 如 lh 
gq=p 人 Sh4 p-1 时 
十 co， 如 果 帮 三 十， 
则 
(9)* = (4.6) 
{Lr(a,b; R")} = Li(a,b: R"). (4.7) 
但 是 ， 


(站 [5 同人 


以 上 面 的 (4.7) 为 例 ， 其 含义 是 : 存在 一 个 二 的 线性 映射 
ZF: {Lr(a,b; R")} 一 [4(a,b; R") 使 对 任何 e (ou R")} | 
具有 表示 


b 
Fl9) = { (2(F)O), 90) db Yes) 
Fl = 1 2 本 
也 就 是 说 , 多 是 人 27(a,5R")}) 到 Lr(a,b;R") 的 一 个 等 距 同 构 . 
我 们 称 之 为 Riesz 映射 . 同样 ，(4.6) 的 含 又 是 类 似 的 . 
由 于 X* 是 Baeb 空间 , 我 们 可 以 进一步 定义 其 对 侦 (X*)* 
称 为 的 二 次 对 偶 , 记 为 十 s 注意 到 ,对 任何 ze X 通过 定义 


人 A 


7™(f) = f(2), Vie 2 
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可 以 得 到 ze X* 是 ||zjlx = zx 因此 , z 局 x 这 定义 了 
天 到 的 一 个 保 范 映 射 . 这 样 , 我 们 就 可 以 把 六 与 XX* 的 一 
个 子 集 等 同 起 来 : X CX”*. 我 们 定义 : 


定义 4.4. Banach 空间 X 称 为 是 自 反 的 ， 如果 X** 一 XX. 


显然 , 对 任何 pe (1, 十 0o0); I? 以 及 L?(a,b;R") 都 是 自 反 的 : 
同样 ，R” 也 是 自 反 的 . 但 是 12, 1%, Li(a,b; BR”), LY(a,b;R7) 以 
及 Cl([a,9];R") 都 不 是 自 反 的 ， 


Banach 空间 的 拓扑 性 质 
首先 , 我 们 来 看 Banach 空间 中 的 收敛 性 质 . 


定义 4.5. 设 久 是 Banach 空间 . 


(i) 称 序列 zk €E XX ( 强 ) 收 伍 于 zx €E X( 记 为 im zx 三 名 把 
采 


lim | zx — z|| = 
天 一 co 


(让 称 序列 zj E 和 X 弱 收敛 于 x €E X( 记 为 Ww- lim Zh = 的 半 
如 果 
Jim f (Lp) = 0, vfexX’; 


( 连 ) 称 序列 所 EX* 弱 * 收 合 于 fe X"( 记 为 ww*-lim fi = 
2 如 果 
dim fe(z) = f (2), VIEX. 


也 


这 
常 记 为 ZK 一 全 和 
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在 Banach 衬 间 中 ， 序 列强 收敛 一 定 弱 收敛 . 而 对 于 关 的 对 
侦 空间 , 在 其 中 既 可 以 谈 弱 收敛 , 又 可 以 谈 弱 * 收敛 . 此 时 ， 弱 收 
敛 强 于 弱 ” 收敛 . 而 当 关 是 自 有 反 空间 时 , 在 X* 中 弱 收 敛 和 弱 * 
收敛 是 等 价 的 . 


下 面 , 我们 来 看 儿 个 今后 要 遇 到 的 例子 . 


设 pe [1, 十 00),; zp(),Z() E L?(a,b; RR”), 则 在 L?(a,b; RR”) 中 
za(") 收敛 于 z(.) 当 且 仅 当 


b 
im ) 全 -xD dd 人 


而 zx() 弱 收 敛 于 z() 当 且 仅 当 对 任何 9() e L? (a,b; RR”) 


b 
lim (g(t), zx(t) — z(t)) dt = 0. (4.8) 


k—00 /0 


对 于 pe (+col, 在 L?(a,b;R") 中 zx() 弱 * 收敛 于 z(-) 当 
且 仅 当 对 任何 g(-) e L? (a,b;R"), (4.8) 成 立 . 


由 于 pe (1, 十 oo) 时 ，L?(a,b;R") 是 自 肥 空间 ， 因 而 在 其 中 
弱 收 敛 和 弱 * 收敛 是 一 样 的 . 一 般 说 来 ， 对 于 p = 1， 我 们 通常 
不 讲 弱 * 收敛 ， 而 对 于 p = +eco, 我 们 通常 不 讲 弱 收敛 .在 应 用 
中 , p = 12,+eo 的 情形 是 用 得 最 多 的 . 


前 面 已 经 指出 , 强 收敛 蕴涵 着 弱 收 敛 ,而 弱 收 敛 又 列 涵 着 弱 * 
收敛 . 但 反 过 来 的 结论 不 一 定 成 立 ， 


例 4.1. 考虑 zx(t) = sinkt, 则 zx(-)€E 52(0,7)s 且 
zx 位 一 sn ktdt=L, Vk>1. 
0 2 
另 一 方面 ,由 Riemann-Lebésgue 引 理 ， 对 任何 y(:) < L2(0,7), 有 


TT 


lim y(t) sin kt dt = 0, 
0 


k—o0 
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例 4.2. 定义 
co0 会 {{zi}iz lim z= 0}, 
赋予 范 数目 .|x, 则 co 是 1% 的 一 个 闭 子 空间 ,可 以 证 明 
c=1. 
现在 取 zk eli: 
Th = {6}iz1. 
则 |izxja = 1 显然 , 对 任何 y 三 (Yi)iw1 € co， 
TY = 0 koo0. 
这 就 是 说 序列 zk 在 1 中 弱 * 收敛 于 0. 但 是 如 果 取 
y= {(-1)}z>1 € (We ™, 
我 们 有 
y(zx) = (—1)*, Vk>T 
因此 zh 在 由 中 不 是 弱 收 敛 的 . 


现在 我 们 转 而 叙述 Banach 空间 儿 个 重要 而 深刻 的 性 质 . 首先 
我 们 回顾 一 下 拓扑 空间 的 基本 概念 . 


定义 4.6. 设 六 是 非 空 集 FC2Y 称 为 一 个 拓扑 ， 如 果 
0) Ybe7. 


(i) 若 4,Be 5, 则 A 站 BEeY. 
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(ii) 到 CF, 则 【4e 7. 
AEN 
称 偶 对 (六 9) 为 拓扑 空间 ( 当 多 明确 时 ， 简 记 为 了) 称 2 
中 的 元 为 拓扑 空间 (有 9) 的 开 集 .， 如果 了 上 有 两 个 拓扑 万 ,用 
满足 及 C 福 , 则 称 色 是 比 页 更 强 的 拓扑 . 


在 Y 的 所 有 拓扑 中 ,{Y, 9} 以 及 27 分 别 是 最 弱 和 最 强 的 拓扑 . 
前 者 称 为 平庸 的 拓扑 ， 后 者 称 为 离散 的 拓扑 . 


定义 4.7. 设 (Y, 了 F) 为 拓扑 空间 . y,yp EY 伏 全 12 )， 如 
果 对 任何 包含 y 的 UE 了 ,存在 NeN, 当 k > N 时 ,总 有 
yk EU, 则 称 y 是 yi 的 极限 . 记 为 mm wg 二 


一 般 说 来 , 拓扑 空间 中 , 序列 的 极限 可 以 不 惟一 . 对 于 Banach 
空间 X 及 其 对 侦 空 间 X*, 我 们 可 以 引入 如 下 拓扑: 


定义 4.8. (i) X 上 的 强 拓扑 : 集合 G C XX 是 开 集 当 且 仅 当 对 
任何 zo E G, 存在 s > 0, 使 得 


{ze Xllz—zoll<e} CG; 
(让 ) 了 上 的 弱 拓 扑 : 集合 GEGX 是 开 集 当 且 仅 当 对 任何 zo E 
G, 存在 0 以 及 Bl ,sm >:0; 使 得 
{ZEX |fi(z — xo) 三 机 1<i<m}CG:; 
(ii) X* 上 的 弱 * 拓扑 : 集合 G C X* 是 开 集 当 且 仅 当 对 任何 
fo&EG, 存在 庙 ,…,Xm EX 以 及 e1,…,em > 0, 使 得 


{f EX*| |f(xi)— fo(zi)| <eH1<i<m}cG; 
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于 是 ,前面 介 绍 的 强 收敛 、 弱 收敛 及 弱 * 收敛 就 分 划 对 应 于 
按 强 拓扑 、 弱 拓扑 及 弱 * 拓扑 收敛 . 


以 下 结 采 在 应 用 中 是 极为 重要 的 ， 


定理 4.9. 设 {zk} 是 Banach 空间 中 的 弱 收 敛 序列 , 则 它 一 定 
是 有 界 的 ， 即 存在 常数 K > 0 使 得 


|zxz| < &, Vk=1. 


定理 4.10. 设 和 是 可 分 的 Banach 空间 , 则 X* 中 的 有 界 列 
必 有 弱 * 收敛 的 子 列 . 


定理 4.11. (Eberlein-Shmulyan) 设 X 是 Banach 空间 , 则 
和 是 自 反 空间 当 且 仅 当 X 中 的 有 界 列 都 有 弱 收 敛 的 子 列 ， 


定理 4.12. (Banach-Alaoglu) 设 X 是 赋 范 线性 空间 , 则 X* 
中 的 单位 闭 球 是 弱 * 紧 的 . 


定理 4.13. (Mazur) 设 X 是 Banach 空间 , x, zk E X， 
w- lim Zh 三 XY, 则 存在 ax; E [0,1], j= 二 1,2,…, Ny, 使 得 


NE 
>» VY k=1,2,..., 
bE 


Nk 
im > QZ = F. 
DO 个 1 

以 一 


换言之 , 对 于 Banach 空间 中 的 弱 收 你 序 列 ， 可 以 找到 它 的 西 组 合 
强 收敛 到 原来 的 极限 . 
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定理 4.9 是 著名 的 (Banach-Steinhaus) 共鸣 定理 的 一 个 特例 . 
定理 4.10 是 一 个 比较 容易 证 明 的 定理 , 定理 4.13 是 Hahn-Banach 
延 拓 定理 的 一 个 推论 ， 而 定理 4.11 以 及 4.12 则 是 很 深刻 的 结果 . 
由 定理 4.11, 我 们 知道 对 任何 p € (1, 二 +00), L?(a,b; R*) 中 的 有 界 
列 必 有 弱 收 敛 的 子 列 . 由 于 可 分 性 , 这 一 点 也 可 以 由 定理 4.10 得 
到 . 由 定理 4.10 我 们 还 可 以 知道 L>(a,b;R*) 中 的 有 界 列 必定 有 
弱 * 收敛 的 子 列 . 也 就 是 说 ,如果 fe€E LX(a,5;R”) 满足 


|frlli~ < M < +oo， vk 2..., 


则 存在 fi 的 子 列 加 及 fe L™(a,b;R"), 使 得 


b b 
Hm | FWo0) = F900) ot 


对 任何 g e Li(a,b;R") 成 立 , 但 是 , 定理 4.11 告诉 我 们 , 确实 存 
在 着 L~(a,b;R") 中 的 有 界 列 ， 它 没有 弱 收敛 子 列 ， 当 X 既 不 是 
自 反 空间 又 不 是 可 分 空间 时 , X* 申 的 有 界 列 就 不 能 保证 有 弱 收 全 
或 弱 * 收敛 的 子 列 ,尽管 如 此 ， 由 定理 法 12， 我 们 却 可 以 得 到 如 下 
结果 


推论 4.14. 设 X 是 赋 范 线性 空间 . f & X*” 是 有 界 列 , 则 存 
人 在 fe X* 使 得 对 任何 ze 存在 访 的 子 列 fr 成 立 着 : 


fim Wz) = 7 


需要 注意 的 是 在 上 面 的 推论 中 , 子 列 的 选取 是 依赖 于 z 的 . 但 
在 应 用 中 , 往往 这 样 的 结论 已 经 足够 了 . 
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我 们 现在 简要 地 回顾 常 微分 方程 解 的 概念 及 其 性 质 。 考虑 以 
下 常 微 分 方程 : 


| y(t) = f(t, y(t)), te [0,T]， (5.1) 
y(0) = 90. 


我 们 假设 : 
( 工 ) 映射 :10, 了 xR” 一 R” 可 测 , f(:,0)e Li(0,7;R"), 上 是 
存在 常数 M > 0 使 得 


ft2)— FEDEM2z-y, vte CMU IR (5.2) 


以 下 是 关于 解 的 存在 惟一 性 的 基本 定理 . 


定理 5.1. 设 条 件 (L) 成 立 , 则 对 任何 yo E R", 存在 惟一 的 
y(-) eE C(I0,T];R") 满足 


(t) = yo + f(s,y(s)) dsi vtel0 下 (Qe) 


方程 (5.3) 称 为 (5.1) 的 积分 形式 . 相应 地 , (5.1) 称 为 (5.3 
微分 形式 . 任何 满足 (5.3) 的 函数 y() e C([0, 了 TT; RR”) 称 为 (5.1 
一 个 解 . 由 (5.3), 我 们 可 见 (5.1) 的 解 一 定 是 绝对 连续 的 , 这 意味 
着 7(.) 儿 乎 处 处 存在 且 Newton-Leibniz 公式 成 立 : 


至 要 


y(t) = vy(0) + y(s) ds, t € [0,T]. 


证 明 . 构造 Picard 迭代 序列 :; 


| w(t) lo, te 00 


Yk+1(t) = yo | f(s, yk(s)) ds, te |0,T], k>0. D 
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我 们 来 归纳 地 证 明 


N(Mt)* 


lx 的 -IE 一 本 vielo,Tl, k>0 (5.5) 


Vy 
4 


hh N= | realas 
对 于 大 = 0 我 们 有 
nt) wo < { 0 as < Ne lo 
从 而 (5.5) 对 于 二 0 成 立 ， 
假设 (5.5) 对 某 个 大 成 立 , 则 由 6 中 


0 NN / Mlys+1(s) — yr(s)| ds 


N( NMetL ft ， 
ES uf a 三 d= | sk ds 
N(Mt)*+! 
一 站 
这 样 就 证 明了 (5.5). 由 于 级 数 
N(Mt)® 
> 
k>0 
在 te [0,T] 上 一 致 收 敛 , 因此 
下 
三 Volt 的 十 >》， 区 6 Yj- 
= 


在 te [0,T] 上 一 臻 收敛 到 茶 个 () s C([0,2DjRW). 于 是 , 在 (5.4) 
中 取 极 限 立 即 得 到 y(.) 满足 (5.3). 这 就 证 明了 (5.1) 解 的 存在 性 . 


下 面 我 们 来 证 明 惟 一 性 : 假设 z() 是 另 一 个 解 , 则 


) 一 yt ao A ds. 
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利用 下 面 的 Gronwall 不 等 式 ， 立即 得 到 


z(t) = y(t), VteEl0,71]. 


这 就 证 明了 惟一 性 . 


引 理 5.2. (Gronwall 不 等 式 ) 设 a € R, ol,Vp(B(0) 有 是 
[0,T 上 的 连续 函数 ,小 (-) 非 负 ， 如 果 


yu (5.6) 
0 


则 
人 < aelo Yds 上 + ef: rdrg(s) ds te [0,T. (5.7) 
证 明 . 令 
一 Q 5)O(5 s)| ds, gw/ 5.8 
00) =at | [ve() + as te OT (58) 
则 


Ot) = Wt) pt) + Bt) < wb)Ot) + BE), fe (0,T]. 
两 边 同 乘 以 e- 几 ww 得 


吓人 ooo0，teo 相 (5.9) 
对 (5.9) 求 积分 得 
ER WY a -a</e A var G(s) ds, t € [0,T]. 


结合 (5.6),(5.8) 即 得 (5.7). 
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下 面 , 我 们 来 看 一 下 解 对 参数 的 连续 依赖 性 . 考虑 如 下 含 参 数 
的 党 微分 方程 : 


(5.10) 


其 中 f : 10, 了 Tx R? x (0,1] 一 R”, 从 € R". 我 们 假设 : 


(LL)' 映射 了 ; [0, 了 Tx R2 一 R” 可 测 ， 存在 与 入 e (0,1] 无 关 
的 8(:) s 51(0,T;R") 和 常数 M > 0, 使 得 


[f(t,0, NW)| < Bt), vt € [0,7], 
| |f (t,x,N) Oo— ftvy,N| < Mlz— yl, vtelo,T7l, x,yeEeR. 
(5.11) 
显然 ， 由 定理 5.1, 在 条 件 (L) 下 , 对 任何 内 < R”,(5.10) 总 有 惟 
一 的 解 ， 记 为 六 (-) 三 VC 内, 和. 下面 的 定理 给 出 了 %(.) 与 方程 
(5.1) 的 解 y(-) 之 间 的 关系 . 


定理 5.3. 设 条 件 (L) 和 (L) 成 立 . 进一步 , 假设 


lim f(s,y,N) ds =/ f(s,y) ds, V(t,y)el0,T| x R”. 


入 一 0 十 


(5.12) 
记 y(-), VM(-) 分 别 为 (5.1) 和 (5.10) 的 解 . 若 
lim |W Slyol =0, (5.13) 


则 


Bi M(t) — yD = 0. 
me | 


为 了 证 明 以 上 定理 , 我 们 先 来 叙述 以 下 引 理 ， 
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引 理 5.4. (Arzela-Ascoli) 设 多 CCOC([a,0];R") 一 致 有 界 : 存 
在 天 >0, 使 得 
7 的 | < EK, vtela,bl, ne Z, 
且 等 度 连续 , 即 对 任何 s > 0, 存在 6 > 0, 满足 
In(t) —n(s)| <e, vs,tela,d), lt—s|<6,neZ, 
则 存在 一 列 {mx(-)} C 多 在 Cl0,T] 中 收 人 于 某 个 1(-): 


ii :的 一 7 后 0 
es t= 


以 上 引 理 的 证 明 可 在 泛 函 分 析 的 教材 中 找到 . 


引 理 5.5. 设 (L) 和 (L) 以 及 (5.12) 成 立 . 设 C(),p(:, 入 ) : 
[0, 了 TI 一 R” 连续 ,， 且 
im， 汪汪 Ip(t, A) = 62)| = 0， (5.14) 
则 


ji / jv du 人 人 


入 一 0 十 


关于 te€ [0,7] 一 致 收敛 . 


证 明 . 首先 ， 对 任何 0<H<to <T 以 及 ye R", 由 (5.12) 


t2 
ini A f(s,y,N) ds 


Jin, (ew d= reva)a 


= (fn tee ta 
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从 而 可 证 对 于 任何 阶梯 函数 2(.) 有 


入 一 0 十 


ja 有 =/ fls,p(s) ds (5.15) 
下 面 , 我 们 证 明 (5.15) 关于 te [0, 了 是 一 致 的 . 
由 (5.11)， 

|f(s, p(s), MN)| < Bls) + Mly(s)), s &€ [0,7]. 


这 样 ， 由 Lebesgue 积分 的 绝对 连续 性 可 知 , 对 任何 es > 0， 存 在 
o> 0 使 得 当 a eR t2| <o 时 成 立 着 


frp) A ast Hew() ds < 5 610) 
选取 0=T0<n<…<7m=7, 使 得 
0<Ati—h<oo 0<i<L—1. 
由 (5.15), 存在 6 > 0 使 得 对 任何 0 < 入 < 6, 有 
上 yee Nas- fs 000) dsl < MoE < 1. (517) 


而 对 任何 te [0,7 了 Tl, 存在 0<i<l-1 使 得 te [三 让. 于 是 , 结 
合 (5.16) 一 (5.17), 可 得 对 任何 0< 入 < 6 有 


[ ”GPR / f(s, p(s)) dal 
< | | CO a 量 ee 
#1 Few asl +| | reset) dsl < 


这 就 表明 (5.15) 关于 te [0,7] 是 一 致 收敛 的 . 
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我 们 可 以 找到 一 列 阶梯 函数 G(.) 使 得 


[C(t) — Cx(t)| < vtel[0,T], k>1. 


| 入 
= 
一 
on 
6 
一 
on 
< 
> 
~ 
| 
~ 
一 
全 
[eH 
[va] 


,fi |f(s, Cx(s)) — f(s,C(s))| ds 


和 人 
SR 
时 
站 
Oo 
ei 
Ey 
eS 
3 
全 


和 ,Ck(S ,nN , Gk(5)) ds|. 


由 此 , 立即 可 得 要 证 的 结论 


定理 5.3 的 证 明 . 首先 , 对 任何 入 e (0,1], 我 们 有 
(= 依 +/ ds, te l0,7]. (5.18) 
由 (DJ 
Obs wl+ f {a + BC)} as 
这 样 ， 由 Gronwall 不 等 


下 
PO < eml FM egls) ds 
0 
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I 人 人 


T 
eM sup | 十 | eM(T7s) G(s) ds 
和 0 


三 K <+o0%, vte|[0,T7], 


其 中 由 (5.13), 不 妨 认 为 内 是 有 界 的 . 男 一 方面 ,对 于 0<s< 
tT, 当 t 一 s 一 0 时, 关于 入 e (0,1] 一 致 地 有 


的 一 六 (jl < ew w 


< / {f(r,0)| 二 MIAO } 0. 

从 而 , {y()} 是 等 度 连续 的 . 因此 ， 由 Arzela-Ascoli 定理 , 存在 
6(J eE C(I0,7T]; RR”) 使 得 {六 (-)} 的 一 个 子 列 , 不 妨 设 为 其 本 号 ， 满 
足 


ax W(t) — C(O)| =0. 


lim m 
A—0+ te[0,T] 


于 是 , 在 (5.18) 中 取 极 限 ， 并 利用 引 理 5:5, 就 得 到 


ee [ f(s,c(s)) dM te [0,7 


即 <(.) 是 方程 (5.1) 的 解 . 由 解 的 惟一 性 ， 必 有 《() = y(-). 由 于 
yA(") 的 任何 子 列 均 有 一 致 收敛 的 子 列 ， 而 这 些 收敛 子 列 又 都 一 致 
收敛 到 同一 极限 y(-)， 因 此 它 必然 一 致 收敛 到 y(-). 


当 方程 (5.1) 是 线性 方程 时 , 我 们 可 以 利用 常数 变易 法 得 到 进 
步 的 结果 . 这 一 结果 是 研究 线性 系统 时 非常 重要 的 基础 . 我 们 考 


| y(t) = A(t)y(t) + F(t), te lto,T), 
y(to) = yo, 

其 中 0 区 加 二 人， A(:) 10 国王 REX", f(:) : [0,7] — R". 我 们 称 
(5.19) 为 线性 微分 方程 . 如 果 f() = 0, 则 称 为 齐 次 的 ， 否 则 就 称 


(5.19) 
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为 非 齐 次 的 . 如 果 4() 以 及 了 ) 不 依赖 于 t, 则 称 为 时 不 变 的 ( 定 
常 的 )， 否 则 就 称 为 是 时 变 的 2 . 


命题 5.6. 设 4(.) e L%(0,T; R™7X"), f(:) E ZI(0T;R")， yo € 
.19) 有 惟一 解 y(-) e C([0, 了 Tl]; R”"). 而 且 成 立 着 以 下 的 常 


其 中 B(t,s) = B()GB(s)-1, 而 


我 们 简单 地 介绍 变 分 学 中 的 基础 知识 . 


给 定 yo,We R”, 记 
{y() € C (0,T]; R”)Iy(0) = yo, y(T) = }. 


易 见 集合 多 非 空 . 在 其 上 定义 如 下 泛 函 ; 


二 
二 上 Cu vue 多 
我 们 有 如 下 问题 
问题 (C). 导 找 .7() e 多 , 使 得 
大 GE at 0)). i 


3 定常 ( 非 定常 ) 系统 又 称 为 自治 ( 非 自治 ) 系统 
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满足 (6.1) 的 区 :) 称 为 了 在 多 上 的 最 小 值 点 . 下 面 的 命题 给 出 了 
最 小 值 点 所 满足 的 一 阶 必 要 条 件 . 


命题 6.1. 设 F333) € C1([0,T] x R” x R”), y(:) 站 J 在 多 
上 的 最 小 值 点 , 则 成 立 着 以 下 的 Euler-Lagrange 方程 : 


A y(t), $0)) — fylt, g(t), Y(t)) = 0, t € 10,7), (6.2) 
其 中 所 ,fi 分 别 表示 有 关于 第 二 、 第 三 个 变量 的 梯度 . 

证 阴 . 记 

C2([0,T]; R") S {n() € C(I0, Tl; Rom) = IT 三 中 
则 对 任何 7() e C2&(0,7T];R") 以 及 5 > 0， 


y() + on() E F. 


0 < a 
E i 0) + 6n(D), (0) + 6i(t)) Sf (8), HE))} dt 
令 5 一 01, 并 利用 分 部 积分 即 得 


0 


1 入 


2 
/ (gil + (Fat, 9(t), HD)), WD) } dt 


F 
/ {6900), HO) = fet 900), AO) a)))} dt 


由 于 7() s C6(I0, 7];R") 是 任意 的 ， 在 上 式 中 以 -7() 代替 n(.) 
可 以 得 到 反 向 的 不 等 式 , 从 而 


d . 
| {e00000) = Ff OO (0)} dt =0 
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由 此 , 我 们 可 得 (6.2). 


我 们 进一步 寻找 区 .) 所 满足 的 其 他 条 件 . 为 此 , 我 们 在 5 =0 
附近 把 7(y(-) + 67()) 作 三 阶 展开 14: 


十 o(62). 
这 样 我 们 就 得 到 最 小 值 点 的 二 阶 必 要 条 件 : 


命题 6.2. 设 f(,.,.)€e 02([0,T|jxR"xR"),y() 是 J 在 多 


上 的 最 小 值 点 , 则 
i ti (®)) =0 
0 fzy(t, Y, Y) fzz(t, Y,Y) 7 : 7 ky 
vn() € Oo([0, DT); RR"). 


对 于 变 分 问题 最 小 解 的 存在 性 ， 开 始 人 们 并 没有 引起 足够 的 
视 . Gauss 曾 说 : 如 果 在 任何 情况 下 ， 积 分 泛 函 总 是 非 负 的 , 那 
一 定 会 有 一 个 函数 使 积分 达到 最 小 值 . 


但 是 ， 事 实 并 非 如 此 ，19 世纪 末 ，Weierstrass 给 出 了 一 个 变 
分 问题 取 不 到 最 小 值 的 例子 .Weierstrass 考虑 的 是 [~1,1] 上 的 连 
续 可 微 函 数 v() 满足 wu(1) = 1,u(= 了 = 一 1. 变 分 问题 是 最 小 化 


积分 


六 二 


1 分 后 在 一 些 较 长 的 式 子 中 ,我 们 将 省 咯 一 些 函 数 审 的 变量 t. 


68 


取 


则 
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arctan(2) 
WE 
局 


e>0 
arctan(=) ， 


lim 7(uwe) = 0. 


E 一 0 十 


Weierstrass 发 现 了 在 所 考虑 的 函数 类 中 的 下 确 界 为 0， 但 是 .0 这 


个 值 却 是 达 不 到 的 . 
注 记 
1. 命题 1.6 不 能 推广 到 无 限 维 空间 中 去 . 在 无 限 维 空间 中 ， 即 使 已 是 紧 


集 ，co 互 仍 有 可 能 不 是 闭 集 . 
在 二 次 性 能 指标 的 研究 中 , 平行 四 边 形 法 则 (参见 (1.5)) 有 着 重要 的 f 
用 . 在 一 般 的 Hilbert 空间 中 , 平行 四 边 形 法 则 也 是 成 立 的 . 一 般 地 , 我 
们 还 有 如 下 的 Clarkson 不 等 式 : 


p 
几 天 at 
0 2 0 


BS 卫 
| ds 
2 


1 1 
起 3 / wr e+ 3 twr a, Dp 二 2, 
2 0 2 0 
zi zi 
4 = ee 卫 各 一 
1/ g++ 外 | +|/ p—» | 
0Q 2 0 
El 
1 1 2 一 
< 7 hp) Ivl? dz ， 1 工 < 包 蔷 2. 
2 4 2 0 


. Liapounoff 定理 (定理 3.2) 是 由 A. A. Liapoun6ff 于 1940 年 证 明 的 . 称 


为 向 量 值 测度 的 值 域 定理 . 原来 的 证 明 很 长 , 后 来 有 许多 简化 证 明 . 关 
于 该 定理 的 一 个 简短 证 明 可 参见 绪 烟 敏 在 1984 年 《数学 研究 与 评论 》 
第 2 期 上 的 文章 [5]. 


:一般 说 来 , 无 限 维 Banach 空间 中 , 序列 的 弱 收 化 和 强 收 敛 是 不 同 的 . 但 


是 根据 Schur 定理 , 在 4 中 , 序列 的 弱 收 和 敛 等 价 于 强 收 敛 . 
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5. 在 应 用 中 , Gronwall 不 等 式 会 有 不 同 的 表述 方式 , 也 会 需要 适当 的 推广 . 
为 此 , 我 们 给 出 Gronwall 不 等 式 的 两 个 不 同 于 正文 中 的 证 明 . 他 们 对 于 
推广 和 理解 Gronwall 不 等 式 都 是 很 有 帮助 的 . 


(a) 证 法 1. 反复 迭代 : 记 M = max|w|, 则 


t t 
P(t) < at/ vor | py 
0 从 


从 而 再 次 迭代 ,并 刊 用 分 步 积 分 易 得 


t 5 S 
pt) < “+ | vo[erm / wow | Blr)ar| ds 
0 0 0 
+ Bl(s)ds 
t 
or fu vs)ds) } of+ 1/ var}as 
+ | w(s)ds)?. 
0 


一 般 地 ,可 以 得 到 


t 
p(t) < {1+ { vo Ss)ds 十 - + 广 Ue 
0 


起 t 

+/ B(s){1 a )ARR + 三 (ww) )ar) bas 
M : R+1 

mes(/ ws)ds) . 


邻 上 一 co 即 得 Gronwall 不 等 式 . 


(b) 证 法 2. 令 < 为 以 下 积分 方程 的 解 : 


出 
cl 有 [ca + ds t € [0,7), 
0 


则 
| C(t) = pO + B80), te [0,T7), 
(0) = a 
从 而 


t t t 
C0) = aelo 基因 +/ ek) as, te [0,7]. 
0 
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MD 


心 on 
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另 一 方面 ,比较 6 和 ”可 得 
0-c0s saleo-eoj 
0 
对 上 式 利用 前 一 种 方法 (相应 的 证 明 更 容易 ) 可 得 : 


plt) — 6(t) < 0. 


这 就 是 要 证 明 的 . 


. 证 明 命题 1.2. 

. 设 互 , B2 C R" 是 凸 集 . 考察 使 EB2 和 Ei \ Eo 为 山 集 的 条 件 . 
. 设 马 CC Rm 是 凸 的 . 证 明 互 是 凸 的 . 

. (i) 证 明 对 任何 BC R", co 互 = 本 万 . 


(ii) 举例 说 明 co 互 关 枉 已 是 可 能 
(说 ) 证 明 : 对 于 R* 中 有 界 集 B， coB = EB: 


. 设 瑟 GC Rn 是 一 个 册 集 , zo e 9B 会 百 [| 本 ( 称 为 如 的 边界 ), 则 存在 


入 ER", | 和 |=1 使 得 
(M,Z0) < (X,Y), VyEeE. 
这 时 ， 超 平面 (X,z) = (A, zo) 就 称 为 已 在 zo 点 的 支撑 面 . 


. 设 4 是 一 个 (m xm) 矩阵 ,be Rm. 证 明 : 集合 


{zER"”| Az=6, |zx| < 1} 


是 凸 闭 集 ， 


. 设 ceR，Xe 玉 7 满足 | 1I<i<A, 则 集合 


{zr € R"|(Ni2) < ci, L<S 


是 R" 中 的 册 闭 集 . 


. 设 马 C Rm 是 一 个 是 闭 集 ;证 明 万 可 以 表示 成 至 多 可 列 个 半空 间 的 交 . 
. 设 Bi, B2 C Rn 为 内 部 不 相交 的 凸 集 , 证 明 : 存在 和 eR”, |A| = 1 满足 


(入 Z1) < (M\, x2), V x1 EB z2 € Eo. 
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10， 


11. 
12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


7 


7 


如 果 轧 ,B2 C R7 为 不 相交 的 凸 闭 集 , 是 否 成 并 如 下 结论 : 存在 Xe R”， 
A= 1 满足 


(Mw1) < (My ro), V Zz1 € Ei, x2 € Eo. 
证 明定 理 2.10. 
设 QCR",1<p<+oo,ge€L? (0). 证 明 


J(/) 全 / (|fl? — fg)dz 
QQ 


的 任意 一 个 极 小 化 序列 {fr} 都 是 Z2(9) 中 的 强 收敛 序列 . 
设 请: 吾 一 BR7 可 积 . 取 上 | 为 R” 中 通常 的 Euclid 范 数 , 则 (2.3) 仍 成 


涵 : 


设 大 : 瑟 一 Rn, gg: 五 一 及 可 积 上 且 对 某 个 上: 瑟 一 Rz， (2.5) 成 证 
明 上 可 积 且 (2.6) 成 立 . 
设 六 [ww 中 一 Rn 可 积 ，Ae (0,1). 直接 证 明 如 下 结论 :ve > 0, 存在 可 
测 集 BE\(e) C [a,0], 使 得 


m(Ea(e)) = A(b — a), 


b 
六 f(t) -| f(t) dl 有 本 
a EM(e) 


提示 : 首先 证 明 f 为 简单 函数 时 的 情形 . 


设 了:[a,9] 一 R" 可 积 . 令 


RE / (Oat|e c [a 可 测 
E 


利用 上 一 题 的 结果 证 明 有 R 是 凸 集 . 
设 f : [a,6B] x [a,9] 一 R7, 对 任何 te [a,B], f(t,-) : [a,9] 一 R7 可 积 , 且 


b 
sm If ,8)— f(0, s)| ds=0, 
= 


则 对 任何 Ee (0;1) 以 及 <s > 0, 存在 可 测 集 也 (se) S [a,0], 使 得 


m(Ex(e)) = A(b — a), 


b 
»:/ f(t, s) Sy f(tys) ds 
a EM(e) 


<gs, vtel[a,pBl. 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 
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设 上 一 题 的 条 件 成 立 , 日 a = a, 8 = 5, 则 对 任何 Ae (0,1) 以 及 = > 0， 
存在 可 测 集 BA(e) S [w, 引 满足 m(E、(e)) = 和 (b 一 a), 使 得 


t 
:>/ fF (6s) au- f(t,s) ds| <ée, Vv tiE la, dol. 
a [a,t#NEa(e) 


证 明定 理 3.4. 
证 明 Banach 空间 X 中 单位 闭 球 B1(0) 是 紧 的 当 且 仅 当 dim X < 上 eco， 
证 明 对 于 空间 X =, (9), 平行 四 边 形 法 则 仍然 成 立 : 


上 十 中 2 二 人 一 四 三 32 十 ?ol2 vr,yexX. 


(4.6) 的 确切 意义 是 什么 ? 
证 明 赋 范 线 性 空间 上 一 个 线性 泛 函 是 连续 的 当 且 仅 当 是 有 界 的. 
设 用 : 咱 是 让 R” 成 为 赋 范 线性 空间 的 范 数 , 证 明 (4.2) 成 立 . 
证 明 Banach 空间 X 上 的 强 拓扑 强 于 弱 拓 扑 ，( 如 果 X 是 某 个 Banach 
空间 的 对 偶 ) 弱 拓 扑 强 于 弱 * 拓扑 . 
证 明 序 列 按 定义 4.5 定义 的 强 收 敛 、 弱 收 公 和 弱 * 收敛 分 别 等 价 于 按 定 
义 47 在 强 拓扑 空间 、 弱 拓扑 空间 和 弱 * 拓扑 空间 中 的 收敛 . 
k 个 
设 交 三 4, 取 fr = (0,.…. ,0,1,0,...) € (2 Cs (Ce ) 试问 : 对 fr 运用 
推论 4.14 可 以 得 到 什么 样 的 结论 . 
设 Banach 空间 X 中 的 序列 {fzk} 具有 如 下 性 质 : 
(1) 该 序列 的 任何 子 列 都 有 弱 收 敛 子 列 . 
(2) 该 序列 的 任何 弱 收 合子 列 都 弱 收 敛 于 同一 个 元 x € X. 
证 明 :{zx} 必定 弱 收 敛 于 z. 
设 KK 是 Banach 空间 X 中 的 凸 闭 集 . zk € K 在 XX 中 弱 收 敛 于 xz, 则 
rEK. 
证 明 命 题 5.6. 
设 f :10,7T] x RR 连续 可 微 . 考虑 方程 ; 


dN/(t, 7) sin kt, 
0 = 


记 方 程 的 解 为 zs(-), 则 极限 lim wx(d) 是 否 存 在 ? 为 什么 ? 
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32. 设 4E RX" 为 常数 符 阵 ,te R. 令 15 


Ce 
tA 人 tA 
e = 


kl 
k=0 


d 
一 et 和 = 4et4， 
dt 
AAs0 = 
—1 
et44 二 4et4， (et4) E etA. 


33. 设 wx() 和 w() 是 [a,9] 上 的 非 负 连续 函数 ， 


证 明 : 


t 
u(t) 区 a 十 | ul(s)v(s)ds, vt el[a,bl, 


中 > 0,8>0 是 常数 , 证 明 
8 vs)qs 


AN 
《4 


u(t) < ae 


34. 设 (),v(),w(") 是 [a, 相 上 的 非 负 连续 函数 , v(-) 非 负 ， 


Vv te [a, ol. 


t 
u(t) < w(t) +| u(s)v(s)ds, Ytela,bl. 
证 明 


t t 
u(t) < wlt) +/ vs)w(s)el: "040 Vv te [a,bl. 


35. 在 引 理 5.2 中 , 涉及 到 的 某 些 函数 的 连续 性 可 以 降低 为 可 积 性 , 试 给 出 
相应 的 可 积 性 条 件 使 结论 仍然 成 立 . 
36， 试 利用 Euler-Lagrang 方 程 求解 第 一 章 例 1.4 中 的 捷 线 问题 


"5e'4 也 可 以 用 lim (十 和 ) 来 定义 . 
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81. 能 控 性 


我 们 考虑 以 下 线性 系统 : 


| Y(t) = A(DY(t) + BOuD), Fb2t, fi 

y(to) = yo， 

其 中 , 4 : [0, 二 00) 一 BR?X7, B : [0, 上 +oo) 一 了 xm， 而 y(:) 各 

分 别 是 取 值 于 R* 和 UC Rw 的 函数 , 称 为 状态 轨 线 和 控制 . 称 

0 € [0, +eo) 以 及 we& R" 为 初始 时 间 和 初始 状态 . 在 这 一 章 中 ， 

我 们 总 是 假定 以 下 基本 条 件 成 立 . 

(L1) A(:) € L??.[0, +o00; Re BO ED [No 
YR 非 党 


对 于 0 芝 如 < 了 < 上 +eco,pell,+ecol, 记 


多 [io, 如 全 fa: lto, 7] = Uhu() 可 测 }, 
wpe) [to, +00) > Ulu() ) 可 测 } 
Yr [to, TS YB TIN Lr (to, TR™), 

Yrlto, +560) SYlto, +o0)) Llto, 400; R™), 


其 中 
-3 


L? [to,+o0; X) = ES fu: (to,+00) = Xlu()| € L?(to,T), YT > to}, 


这 里 X 可 以 是 任意 的 Banach 窒 间 ， 特 别 , ,可 以 是 任意 维 数 的 
Buclid 空间 . 易 见 , 当 UV 有 界 时 , ?lto,Pj(QWY?[to, +oo)) 对 于 不 同 
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的 pe [1, 十 oo] 都 等 于 多 [中 (多 外, 上 +eo)). 但 是 , 如 果 UD 是 无 界 
的 , 对 应 于 不 同 的 pe [1, 十 o0], UY?[to, 了 (UY?[to, 十 oo0)) 就 可 能 是 不 
同 的 . 不 过 , 对 任何 p> gq 以 及 了 T>0, 成 立 着 


Y?lto, TC Ylto, T], (YYlto, +00) S Ylto, to0)): 


以 下 命题 是 关于 方程 (1.1) 解 的 一 个 基本 结 采 , 它 是 第 二 章 命 
题 5.6 的 一 个 特例 . 


命题 1.1. 在 条 件 (L1) 下 , 对 任何 (to;yo) € [0; 寺 00) x R” 以 

及 u(-) € Yrlto,+o0), (1.1) 有 惟一 的 解 让) = 开园 人们、 过 
一 步 ， 成 立 以 下 的 常数 变易 公式 : 

yl) = lio + BIB) ds > 各。 9 


其 中 ， (ts) 会 B(t)B(s)-1, 而 B( 划 是 (11) 的 基本 解 矩 阵 : 


现在 设 M : [0,7] 一 2. 我 们 考虑 以 下 间 题 : 


问题 (C). 对 于 给 定 的 (to,yo) & [0, 十 o0)xR", 寻找 一 个 u(:) € 
YY?[to, 十 0) 和 时 刻 了 > to, 使 得 


y(T;to, yo, u(")) € M(T). 
定义 1.2. (i) 系统 (1.1) 称 为 是 从 (to,yo) 到 目标 M(-) 能 控 
的 ， 如 果 问 题 (C) 至 只 有 一 个 解 . 


(ii) 系统 (1.1) 称 为 是 到 目标 M() 能 控 的 , 如 果 对 任何 (to, wo) 
E [0, 十 00) x R", 它 都 是 从 (to0, yo) 到 目标 MY(:) 能 控 的 . 
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(过 ) 设 妇 > to 系统 (1.1) 称 为 是 在 [to,t1] 上 完全 能 控 的 ， 如 
有 果 对 任何 Vo,V1 E R”, 都 有 控制 ul:) E Y?lto, 1], 使 得 : 


y(ti; to, yo, u(:)) 二 JW/1. 
(iv) 系统 (1.1) 称 为 是 完全 能 控 的 ， 如果 对 任何 0<to< < 
十 00， 系 统 都 是 在 [to,t1] 上 完全 能 控 的 . 
(Vv) 系统 (1.1) 称 为 是 在 [to,t1] 上 正则 的 ， 如 果 
1 B(s) 1B(s)=0, ae. selto,ti] —> 7=0. 


(vi) 系统 (1.1) 称 为 是 正则 的 ,如果 对 任何 0 过 如 << 五 过 十 co， 
系统 在 [1, 石 ] 上 是 正则 的 . 


显然 , (iv) 一 ( 二 > (i). 而 一 般 说 来 , 反之 不 然 . 我 们 称 问 
题 (9) 为 能 控 性 问题 . 下 面 结果 给 出 了 正则 性 和 能 探 性 之 间 的 等 


定理 1.3. 设 
U= 了 Rm， (1.3) 


to;t1 € [0,+co),t < 五 ， 且 条 件 (LI1) 成 立 , 则 以 下 各 条 等 价 : 
(i) 系统 (1.1) 在 [1 三] 上 完全 能 控 ; 
(i 系统 (1.1) 在 [to;, 石 ] 上 是 正则 的 ; 
(iii) 


全 


V(to,t1) 由 FB(s) 1'B(s)[B(s) 1B(s)]' ds 


是 可 北 的 . 
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证 明 . (i) 一 > (让. 反 证 法 . 假设 (1.1) 在 [to, 妇 |] 上 不 是 正则 的 ， 
则 存在 m 隆 0 使 得 


n' B(s)-1B(s) 一 0， 6; 8 后 [to, ti]. 
于 是 , 对 任何 v() € UY?lto,t1], 在 (1.2) 两 边 同 乘 以 w1GB(t1)-1, 我 
们 可 得 
7 Bh) y(ti) 


TE(t0)-1yo + / To(s) -eyu(s) ds 


SS 


= 7B(to) yoSc. 
上 式 表明 , 所 有 (从 (to,yo) 出 发 ) 能 在 如 时 刻 到 达 的 上 都 只 能 落 
在 平面 7'B(t1)-1y = c 上 . 这 就 是 说 (1.1) 在 熙 ,三 ] 上 不 是 完全 
能 控 的 . 
(这 一 ( 首 ). 再 一 次 运用 反 证 法 = 假设 亚 (tosty) 不 可 道 ; 则 存 
在 7 关 0, 使 得 


人 三 十 (后 看 JE | "&(s)-1B(s)e) -1B(A 1 as. 


上 式 两 端 同 乘 以 m1, 我 们 有 


人 
这 就 导出 了 
n' B(s)-1B(s) = 0, a.e. s GE [如 而 ]， 
与 (1.1) 的 正则 性 矛盾 . 
( 阁 ) 一 的 . 对 任何 %, 页 ER 我 们 取 


[B®(s)-1B(s)] "| ds =0, 


u(t) = [®t BO Welto,t), 
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中 me R” 待定 . 如 果 能 取 到 7 使 得 


Y 
A 


员 二 stm+ 人 aaBGBOTIEO Tn ds 


= Bl(ti,to)yo tt Bt)V(to,t1)n, 
则 我 们 就 得 到 了 完全 能 控 性 . 为 此 , 我 们 只 需 取 


n= V(to,t1) CR — B(to) vo. 


现在 ,我 们 来 考察 时 不 变 系统 . 此 时 ,控制 系统 为 : 


Ai t > to, 


1.4 
y(to) = Yo, 人 


其 中 ,4 € R"*", B < R"*™m. 由 于 系统 是 时 不 变 的 , 不 失 一 般 性 ， 
我 们 可 取 和 初始 时 间 to 为 0. 我 们 假设 (1.3) 成 立 , 由 合十 3; 可知 
(1.4) 在 [0,5] 是 完全 能 探 的 当 且 仅 当 它 在 [0,5] 上 是 正则 的 ， 即 ; 


n'e B=0, vtel0,o60 > n =/0: 


也 当 且 仅 当 


6 
亚 (0) 1 er-s4PBBPTers4 ds 
0 


非 奇 异 . 因此 ， 类似 于 二 述 , 易 证 以 下 结果 . 


命题 1.4. 设 (1.3) 成 立 , 6 > 0, 则 以 下 各 条 等 价 : 
人 系统 1) 在 [0,6] 完全 能 控 
(让) 如 果 in ee R” 满足 


n'e:4B = ON og 
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6 
(i 短 阵 亚 6) = /eBBTe4 dl 是 正定 的 
0 
进一步 , 我 们 有 以 下 结果 . 
定理 1.5. 设 (1.3) 成 立 , 则 以 下 各 条 等 价 : 
(i) 系统 (1.4) 完全 能 控 ; 
人 对 某 个 6 > 0, 系统 (1.4) 在 [0,6] 上 完全 能 控 ; 


(ii) 以 下 Kalman 秩 条 件 成 立 : 


Tank (B, AB,..., A"-'B)=n; 5) 


(iv) 对 任何 和 EC， 


rank (B, 和 T= A)=wn: Bl 


证 明 . (让) 二 >( 让 显然 成 立 . 
(一 (ii) 如 果 (1.5) 不 成 立 , 则 存在 we R*\ {0} 使 得 
nA*B=0, k=0,1,.……,n HD (1.7) 


由 Hamilton-Cayley 定理 可 见 (1.7) 事实 上 对 所 有 的 二 0 成 立 . 
因此 ， 


一 B 
1Tet4BE》 一 =0, vie 了 


于 是 (1.4) 在 [0,6] 上 不 是 正则 的 , 矛盾 : 


(省) 二 >(i) 如 果 对 某 个 6 > 0, 在 [0, 引 上 (1.4) 不 是 正则 的 , 即 
有 "ER"\ {0} 使 得 


n'e:4B = ON og 


80 第 三 章 线性 系统 的 时 间 最 优 控制 
则 对 上 式 在 t = 0 多 次 求 导 即 得 (1.7)， 这 与 (1.5) 了 矛盾， 从 而 由 
(1.5) 可 得 到 (1.4) 的 正则 性 . 由 此 即 得 (2). 
(者) 二 >(iv) 如 果 (1.6) 不 成 立 , 则 存在 As C 以 及 n 关 0 使 得 
n'B =0, 1 4 一 Mn'. 


于 是 
n' AB=AMn'B=0, Vk2> D0, 


与 (1.5) 矛盾 . 
Gv)=(ii) 首先 ,我们 注意 到 对 任何 可 逆 阵 Q € 了 有 "xm 
rank (B, A)=n < rank (Q71B,Q71A)=n. (1.8) 
事实 上 , 如 果 有 ” 关 0 使 得 
7'Q B=0, NWQ A=0, 
则 对 于 广 = [9 7 和 0, 成 立 着 
B=0,14=0. 


这 意味 着 如 果 (1.8) 的 右 端 不 成 立 ， 则 其 左 端 也 不 成 立 . 类 似 地 ， 
可 以 证 明 反 向 的 结论 . 一 般 地 , 我 们 有 


rank (B, AB,.:*,M"-1B) 
= kk (90-7'B, 0 WB,... Qui). (1.9) 


同样 , 我 们 可 以 证 明 VY 和 Ae C， 


rank (B, MT — 个 So 1 5 AQ 0 1A4) 


= rank (Q-1B,M — Q-1AQ). pa 
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利用 上 面 的 结果 , 我 们 可 以 将 问题 转化 为 标准 型 . 也 就 是 说 , 如 果 
假设 入 ,…, Xe 是 4 的 所 有 特征 值 ， 则 可 设 


41 1 
4 B 
A P- B=P Mhl, 
Ap Be 
县 中 
AN 1 0 0 
0 Xx 0 0 
7 ,1 < PK (1.11) 
0 0 ... MX 1 
0 0 2 0 和 /xm 


1 十 … 十 0 一 7. 在 (1.10) 中 取 Q=P 可 得 (1.6) 对 所 有 和 eC 
成 立 当 且 仅 当 


rank (Bi., MxT > Ax) 一 Du ， < k Ss 1. 


从 而 由 (1.6), 对 任何 1<k<%， 


0 10 ... 0 Bl 
0 1 a 0 B2 
rank | : :© :1 : = ng, 
Br 
OB 7 xs+m) 


EE 


Br 一 ((BE)™ 人 (BOD, (B08 ER™, 1<i<nx, 1<k<Y, 


因此 ,， 必 有 


Br* 0, 1< Sa (1.12) 
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记 4x = A 一 入 1a, 此 时 Ax 相当 于 原来 (1.11) 中 的 hj, 而 相应 
的 Xx 为 0. 由 三 项 展开 式 易 见 对 任何 ; > 1， 


41 Bi 是 Bk, Ak Bh,… ,ALB 的 线性 组 合 ， 


息 Bi 是 Bi, A Bi,…,A2Bh 的 线性 组 合 . 


rank (Bx., Axr. Bx., 人 ,ARB.) 
rank (Bx., Aj Bi, 各 注 昨 , 人、 


= npg v1<k<k. 


上 面 最 后 一 个 等 式 利 用 (1.12) 直接 计算 而 得 . 注意 到 在 (1.9) 式 中 
取 8 = 了 可 得 (1.5) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


rank (By, A Bk, Be ,47 DB 出 = Nk, 山 :4 1 < 


我 们 就 证 明了 (1.5). 


起 
这 
禄 


现在 , 我 们 定义 系统 (1.1) 的 能 达 集 : 对 于 (to, yo) € [0, 二 00) x 
R", 定义 


Rr (Ts;to, yo) S AVCT; to, yo,u()) | ul) es), vT>t. 
为 简单 起 匈 ， 以 下 我 们 只 考虑 p= 2, to = 0 而 且 wo 固定 的 情 


形 . 一 般 情形 可 以 类 似 地 加 以 研究 = 简 记 R(T) = R2(T;0,yo). 以 
下 结果 是 显而易见 的 ， 
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命题 2.1. 设 U 是 有 界 凸 集 , 则 R(T) 同样 是 有 界 凸 集 . 
更 深刻 的 结果 为 
定理 2.2. 设 UCR™ 非 空 , 则 R(T) 是 凸 集 . 
证 明 . 设 yi,y2 € R(T), 入 e (0,1), 则 有 wi(),w2(:) & 210, 刀 
使 得 
省 
yi = G(T, 0)vyo + 1/ GB(T, s)B(s)ui(s) ds, 人 = 2 
0 
于 是 
;机 


和》yV1 十 ( 工 一 A)Va2 = B(T,0)vyo + B(T, s)B(s)u2(s) ds 


十 */ B(T, s)B(s)[ui(s) — uz(s)| ds. 


由 第 二 章 推论 3.3, 存在 可 测 集 BC [0,7] 使 得 


加 上 93 一 wa(5)] ds. (2.1) 


则 w() € 2[0,], 而 县 由 (2.1 六 可 得 
和》W1 士 ( 工 一 入 )y2 


T 
- 0+ / sa 


+ | is) (slats) — U2(s)] ds 


| 


G(T, 0)yo +/ TD(T7,s)B(s)u(s) ds € R(T). 
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这 就 证 明了 R(T) 是 凸 集 . 


接 下 来 , 我 们 准备 讨论 能 达 集 的 闭 性 . 首先 , 我 们 指出 , R(T) 
并 不 总 是 闭 的 . 


例 2.1. 设 U=(0,1], 4A4=0,B=1,to==0,wo 二 0, 则 多 见 


0ER(\RY), VvVt>0. 


在 上 面 的 例子 中 , U 有 界 , 但 不 是 闭 集 . 当 U 是 有 界 闭 集 时 ， 
我 们 可 得 本 区 的 主要 结果 . 


定理 2.3. 设 U 是 非 空 紧 集 , 则 尺 (T) 既是 西 的 ， 又 是 紧 的 . 


我 们 首先 证 明 一 个 比较 弱 的 结论 . 


引 理 2.4. 设 U 是 凸 紧 集 ， 则 及 人 折 是 酝 紧 集 . 


证 明 . 易 见 有 R(T) 有 界 且 是 凸 的 . 我 们 只 需要 证 明 其 闭 性 . 设 
yx 三 Y(T; 0,yo; ux(")) € RR(T), yr 一 了. 由 于 要 是 凸 紧 集 ， 由 第 二 
章 定理 4.11 及 练习 29, 不 妨 设 ur(") 在 (0,T;R™) 中 弱 收敛 于 
某 个 去 (JE 210, 了. 注意 到 


®(7, “)B(:) € TOR72 > 盖 ) C 工 2(0,7T; R"*w) 
我 们 有 


组 
了 = im yx = lim (vou TD(T,s)B(s)ux(s) 四 
一 CO OO 0 


B(T, 0)yo + TD(T,s)B(s)u(s) ds 
= vy(T;0, vyo, 2()) € R(T). 
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这 就 证 明了 引 理 ， 
| 


LE 论 中 非常 有 用 的 一 个 引 理 . 


0,T] 一 2R” 满 足 : 对 任 


下 面 的 引 理 是 最 优 控制 存在 性 至 


引 理 2.5. (Filippov 引 理 ) 设 Q : 
何 t E [0,T], Q(t) 是 紧 集 ; 进一步 ， 它 是 上 半 连 续 的 , 即 对 任何 


to € [0,T],e > 0, 存在 5= 6(e,to) > 0, 使 得 当 |t 一 to| < 6 时 ， 
Q(t) C Q(to) + Be(0) S {ue R™|du, Q(to)) < e}. (22) 
设 有:[0,T]xR™" 一 R" 连续 , y(-) :|[0,T| 二 RR" 可 积 , 且 


y(t) € f(t, Qt) S {ft, wu e Q(t, ae.tel0,T), 
则 存在 一 个 可 测 函 数 ul:) e [0,T] 一 RR" 使 得 
u(t) € Q(t), f(t,u(t)) = v(t), a.e. t € [0,T]. 


如 果 Q(t) 三 8 不 依赖 于 , 击 它 自然 是 二 六 连续 的 = 凤 (2:2) 


日 然 成 立 . 
和 2 [0, TT 张 [0,T. 禽 


定理 2.3 的 证 明 . 由 于 U 是 有 界 集 
多 [0, 了 了 全 {2 : [0; 了 一 coU|v(-) 可 测 }. 


显然 , Y[10,T] C YI0,7T]. 记 
S(T) = {y(T;0, yo,v())|v() € YL0, T)}. 

由 引 理 2.4, S(T) 是 节 紧 集 . 自然 地 ， 

R(T) BE (T). (2.3) 


我 们 现在 来 证 明 等 式 成 立 . 对 任何 &€ S(T), 有 u() € YW10,T] 


满足 
省 
£ = y(T;0, 0,0()) = DEO vo [ (Ts)B(s)v(s) ds 
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记 
3m+l 一 人 = (on)e BN > 0， Ah 四 1 


i=0 


并 定义 :Emtl x DTm+l -Rm 如 下 : 


f Ou) = > Nu VY Ou eit ITmTL 
i=D 


显然 , f 是 连续 的 . 而 由 Carathéodory 定理 (第 二 章 , 定理 1.5)， 


v(s) E coU = f(t x UmH), a.e. s € [0,T]. 


因此 ,由 引 理 2.5, 存在 可 测 函数 wj(-), Aj(-) (7 = 0,1,…,m) 使 得 


这 样 ， 


m TT 
€ = &(T,0)y + ). / Na 和 pv @ ds. 
JE0” 9 


于 是 , 由 第 二 章 定理 3.4, 存在 可 测 集合 B; C [07] 使 得 
[0,T] 一 (J b;, E; (| Ex = 9, (7 天 k), 
m TT 1 
>/ Ni(s)B(T, s)B(s)u;(s) ds 
j=0"0 


E a 


到 


u() = > x ()u()e so7]， 
j=0 
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则 
£ = ®(T, 0)wy +/ B(T, s)B(s)u(s) ds < R(T 


由 此 即 知 (2.3) 中 等 式 成 立 . 


义 


p(P.0) S 3{ supdlp, Q) + sup dtr P)}, 


中 d(p, Q) = a Ip— dl. 


Vy 
4 


易 见 如 果 己 或 @ 无 界 , 则 p(P,Q) 有 可 能 无 限 . 


命题 2.6. 对 于 R” 中 的 非 空 集 P,Q, RR, 成立 
p(P, Q) =Pp(® PD) 


rp(P,Q)=0, = AR， 


p(P, R) < p(P, Q) TAG 已) 


证 明 . (i) 是 显然 的 : 


=d(dwP)=0，YDEPdasQ， 
区 
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(2.4) 


(2.5) 
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< 星人 -ar 

< inf AP 一 外 十 位 一 

= |p— d+d(d,R) 

< Ip—d|+ supd(g, R), vpe BS,I EQ. 
dEQ 


对 上 式 关 于 4€ 8 取 下 确 界 , 得 


d(p, R) < d(p, Q) + sup d(g, BR), vpe RB". 
gEQ 


再 对 上 式 关 于 p E P 取 上 确 界 , 即 有 


sup d(p, R) < sup d(p, Q) + sup d(g, R). (2.6) 
PE 已 pEP gEQ 

类 似 地 有 
supd(7, P) < sup d(7, Q) + sup dl(g, P). (7 
reR rE€ER gqEQ 


把 (2.6) 和 (2.6) 相 加 再 除 以 2 即 得 (2.5): 


记 六 为 由 了"” 中 所 有 非 空 紧 集 构成 的 集 族 , 则 由 以 上 命题 知 
Pp(,*) 是 :和 上 的 一 个 度量 . 这 一 度量 称 为 Hausdorff 度量 . 男 一 
方面 ,值得 注意 的 是 


) 全 


pEP,gEQ 


不 是 度量 . 


wm 
喧 


定理 2.7. 设 UCRw 非 室 有 界 , 则 


limp(RE), RE) 0. (2.8) 


3. 时 间 最 优 控制 的 存在 和 刻画 89 


证 明 . 由 于 UV 有 界 . 因而 有 M > 0, 使 对 任何 v(.) e ?10, TT， 
有 


lu( 川 z<ooram) < M. 
我 们 有 
ly(t; 0, yo, u(:)) — y(t; 0, yo, u())| 


|®(t,0) — ®(E,0)| nl+ 上 | 更 (人 s) — Bl,s)| |B(s)| lu(s)| ds 


I 人 人 


+ 人 |®(t, s)| |B(s)| lu(s)| ds 


| 入 


|B(t,0) — B(E,0)| eol | 人 9 — (0, s)| |B(s) as 


+M 了 |®(t, s)| 1B(s]| da 
会 yy 个， 
这 样 , 对 任何 pe R(W), 及 9 和 CD) 都 有 
d(p, R(t)) < Y(t,t), d(q, RE)) 三 Tb 区) 
从 而 当 t 王 时 ， 


Pp(R(E), RE)) < y(t,t) = 0. 


这 就 证 明了 (2.8). 
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本 贡 中 , 我 们 研究 时 间 最 优 控制 问题 . 考虑 控制 系统 (1.1), 假 


定 : 
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(L2) UC Rm 为 非 空 紧 集 . M : [0,+co) 一 28 ”是 关于 Haus- 
dorf 度量 p 连续 的 多 值 函 数 ,而 且 对 每 个 te [0,+co) M(t) 是 非 
空 凸 紧 集 . 

由 于 U 是 紧 的 ， 所 以 控制 集 2z[0,+co) 都 是 相同 的 ， 简 记 
为 多 [0,+eco). 另 一 方面 ,由 上 一 节 的 结果 可 知 , 对 任何 (to,yo) < 
[0, +oeo) x R”, 以 及 上 > to, 能 达 集 R(t) = R(t;to,vyo) 是 凸 紧 的 . 现 
在 给 定 (t0,yo) e [0, 十 00) x R”, 我 们 假设 

U {M0 NR to,y)} (3.1) 


上 式 表示 系统 是 从 (to,yo) 到 目标 M(.) 能 控 的 . 定义 
JT(u()) = J(u);to, yo) = inf{t > to|y(t; to, yo, u(*)) € M(t)}. 


即 J(u(-);to,yo) 是 轨 线 y( ;to,yo,u(-)) 首次 遇 到 目标 M() 的 时 
间 . 我 们 约定 inf dg = +co. 显然 ,不同 的 u(-) 可 能 会 有 不 同 的 首 
次 击 中 时 间 .7(to,yoiv()). 我 们 的 问题 是 : 

问题 (TC). 对 于 给 定 的 (to,yo) € [0, 十 oo) x R”, 假设 能 控 性 
条 件 (3.1) 成 立 . 寻找 控制 a(-) e 尺 [to, 十 06) 使 得 


J(u();to, yo) = 


inf J (ul(:); to, yo). 3.2 
ea (u();to, yo) (3.2) 


上 述 问 题 称 为 时 间 最 优 控制 问题 . 而 


= inf J (ul(:);to, 
ct) 


称 为 最 优 时 间 . 任何 满足 等 式 (3.2) 的 控制 去 (.) E 多 [to, 上 +co) 称 为 
时 间 最 优 控制 . 由 于 我 们 关心 的 是 2) 在 [to,t] 上 的 值 ， 因 而 通 
常 我 们 所 指 的 最 优 控制 是 指 &(-) = 五 (lee 悦 下面 讨 论 (to,yo) < 
[0, 十 oo) x R” 固定 的 情形 . 不 失 一 般 性 , 可 取 to = 0. 我 们 将 给 出 
时 间 最 优 控制 的 刻画 和 存在 性 结果 . 首先 ;有 如 下 引 理 : 
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引 理 3.1. 设 (L1) 以 及 (3.1) 成 立 , 则 最 优 时 间 
F= inf{t > oO 门 RD #90}. (3.3) 


t* = inf{t > of M(t) 门 R 关 分 


首先 , 阁 
M(t) (| R(t) #9, 
则 说 明 对 某 个 w() € 多 上 匠 ,+co) 有 
J(u()) <t. 
由 此 可 元 
t 芝 丰 
从 而 
t< 三 
另 一 方面 , 若 
0 私下 雪夫 
则 有 
y(t;u(:)) ¢ M(t), Vv u(:) € [0, +60). 
于 是 
J(u()) > 4 Vauljie Y[0,+00), 0 <t<#t. 
从 而 
£6 < 上 一 人 
这 样 又 有 


7 和 
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92 
定理 3.2. 设 (L1) 一 (L2) 以 及 (3.1) 成 立 , 则 问题 (TC) 至 少 
存在 一 个 时 间 最 优 控制 . 且 最 优 时 间 二 满足 
(3.4) 


FE= min{t > oz MN RO #9}. 


证 明 . 由 引 理 3.1, 可 知 存在 一 列 ti 4t 满足 
M(tr){ | R(x) #9. 


取 
Zk EE M (tx) 门 R(t;), 
， 且 关于 Hausdorf 度量 连续 , 不 难看 到 


则 由 于 M() 取 值 为 紧 集 
zk 是 有 界 列 . 于 是 不 妨 设 z 收敛 . 


由 M(.) 关于 Hausdorf 度量 


2.7，R(:) 关于 Hausdorff 度 旧 


而 由 定理 : 
d(zx, R(E)) < 2p(R(ti), R(E)) — 0, 


这 样 就 得 到 
z= lim zh € MG 站 ER) 
上 式 结合 (3.3) 即 得 (3.4). 同时 , 它 表明 存在 云 :) s 多 [0,+co) 使 
得 
y(t; a()) EAX 
于 是 
JE) St. 


即 (-) 是 时 间 最 优 控制 ， 
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(L2) 和 (3.1) 下 , 最 优 时 间 和 最 


定理 3.2 表明 , 在 假设 (L1) 
Pp 的 下 确 界 事实 上 都 是 可 以 取 到 的 


优 控 制定 义 
六 在 ， 我 们 来 刻画 最 优 时 间 和 最 优 控制 
(L2) 以 及 (3.1) 成 立 ，Vo JM(0), t 是 问 


定理 3.3. 设 (L1) 一 
题 (TC) i 则 
[lama)| 站 [oR(E 咱 霹 = M(i) RC) (3.5) 
特别 ， 当 M(.) = {z()} 是 单 值 的 连续 函数 时 ，(3.5) 就 变 成 
z(F) € OR(E). 

证 明 . 定理 在 直观 上 是 非常 明显 的 . 是 M(t) 与 R(t) 首次 相 

交 的 时 刻 . 由 于 M(:) 和 都 是 按 Hausdorf 度量 连续 的 、 取 值 

为 闭 集 的 集 值 函 数 , 自然 它们 首先 会 在 边界 上 上 相遇 -下面 ;我们 来 
对 此 加 以 严格 的 论证 . 
首先 , 由 (3.4) 知 

DNRE) #9 
集 , 因而 


而 由 于 M(t) 与 R(t) 都 是 闭 
[oma) 门 [oR(E )| c M(i) NRE) 


这 样 , 如 果 (3.5) 不 成 立 ， 则 可 以 找到 一 
zeMGB) 们 | 交合 | 
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不 妨 设 (3.6) 成 立 . 由 R() 及 M(-) 的 连续 性 、 凸 闭 性 , 直观 地 有 
6 > 0 以 及 fe (0 使 得 


MI(i) {|Bi(2) #0%, (3.8) 
Bs(z) C RE). (3.9) 

下 面 我 们 来 证 明 这 一 点 . 由 (3.6), 存在 5 > 0 使 得 
Bo2s(z) C RE). (3.10) 


而 由 R() 及 M() 的 连续 性 , 可 得 te (0, 友 , 使 得 


于 是 ， 
d(z, M(i)) < 2p (HEN EY)) 二 1 
从 而 存在 ze M(t) 使 得 1-2<5 即 (3.8) 成 立 ; 
现在 , 若 (3.9) 不 成 立 , 则 存在 5 e Bs( 引 使 得 
¢ ¢ R(E). 
由 R(t) 的 凸 闭 性 以 及 第 二 章 命题 1.7, 存在 ye R(t) 使 得 


| I¢s 下 = d(C, RE)), 
(GC—%y—WD<0, vyeR(). 


hay 
< a (3.11) 


则 
lz— 引 <|z- C+|c -a S06 = 25, (3.12) 
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而 且 
| p=- tpe > 
(z— yy- <0, VyeRt) 
从 而 由 第 二 章 命题 1.7， 
d(z, R(t)) 三 |z 一 训 > 6. (3.13) 


另 一 方面 , 由 (3.10) 以 及 (3.12) 得 , z € Bz2s(z) C R(t). 于 是 
d(z, R(E)) < 2p(R(E), R(L)) < i. 
这 与 (3.13) 矛盾 . 因此, (3.9) 成 立 . 由 (3.8) 及 (3.9) 知 
M(E)f RE) #9 


注意 到 0 <t < 因而 不 是 最 优 时 间 . 与 假设 矛盾 . 因此 (3.5) 


定理 3.4. 设 (L1) 一 (L2) 及 (3.1) 成 立 ，yo & MI(0), 则 最 优 时 
韶 是 以 下 肖 数 在 [0,+co) 上 的 最 小 零点 . 


ri {sa eo} 
(3.14) 
进一步 ,如果 |Xo| = 1 满足 


a (No0, B(t, 0)yo — 2) + fu max (Xo, B(t, s)B(s)u) ds = 0, (3.15) 


则 最 优 控 制 书 (:) 满足 以 下 最 大 值 条 件 : 


Inax(A0， B(t,s)B(s)u) = (Mo, B(t, s)B(s)u(s)), 


BB (3.16) 
a.e. SG|0 
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而 下 三 yy 全 去 (.)) 满足 如 下 横 截 条 件 : 


(M0,z— > 0, vzeE€e MI(t). (3.17) 


证 明 . 首先 我 们 来 看 (3.14) 右 端的 含义 . 利用 Fillipov 引 理 ， 
可 以 取 到 上.) € 多 [0, +co) 满足 


Iax(AX， B(t,s)B(s)u) = (MN, Bl(t, s)B(s)h(s)), ae. s € [0,d. 


由 此 可 见 
t t 
, max(\, Blt, s)B(s)u) ds = 机 (M, B(t, s)B(s)u(s)) ds. 
于 是 
F(t) 
= inf {max (N, SE Oo = 


max /0% 区 s)B(s)u(s)) ds} 


十 
u(:)EY [0,t 


pa 人 B(t, 0)vyo 
上 


inf { 
[A|=1 \ z€EM( (:)Ee2 {0,4] 


+ B(t,s)B(s)u(s) ds 一 z)} 


i | Re } 
Ramp “wrk 


公分 


inf { max 
| 入 = \ yeR(t)— M(t) 


这 样 ， 当 0 4 R(t) 一 M(t) 时 ， 由 第 二 章 定理 1.8， 存 在 A < 
R", |A|=1, 筷 及 Be < 人 0 使 得 


0>c> A,), vy ER(O— M(t. 
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从 而 此 时 F(t) < c < 0. 
而 当 0€ RG 一 M(t) 时 , 对 任何 和 eR",|A= 1， 


NW >0. 
ey 


从 而 此 时 F(t) 过 0. 
由 定理 3.2 知 最 优 控制 存在 . 对 于 最 优 时 间 志 我 们 有 


RE ME) #7. 
亦 即 0€ RC) 一 M(?). 于 是 上 面 的 讨论 表明 


| F(t) < 0， v te [0,7), (91 


另 一 方面 , 易 见 函数 F(.) 是 连续 的 二 这样 由 (38) 得 
F(F)=0. 
即 所 是 F(.) 在 [0, 十 co) 上 的 最 小 零点 . 
现在 设 Ao e R”, |Xo| = 1 满足 (3.15). 记 最 优 控制 为 去 则 
了 = 二)) = Bt, 0)yott fee 5)B(s)a(s) ds < ME) | RE). 
本 是 利用 (3.15) 可 得 


的 
0 一 Do GB(t,0)vyo — 2) nl max(No, P(t,s)B(s)u) ds 


|V 


0o0, 2,0) Be, s) B(s)a(s)) ds 


t 
0 
= 0. 
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这 表明 


max (No, B(t,0)vyo — 2) = (No, B(t,0)yo— WD, (3.19) 
z€EMI(t) 


且 


1 { max (No, BF, 5) B(s)) - (Xo, BE s) B(s)a(s)} ds = 0.(3.20) 
0 


VE 


由 于 (3.20) 中 被 积 函 数 是 非 负 的 , 我 们 就 得 到 最 大 值 条 件 (3.16). 
而 由 (3.19) 可 见 横 截 条 件 (3.17) 成 立 . 


如 果 我 们 记 


(20 咽 t € [0,1], (3.21) 


Y(t) = No. 


这 个 系统 称 为 (1.1) 的 共 斩 方程. 利用 函数 %(), 我 们 可 以 将 最 大 
值 条 件 (3.16) 重 写成 
ma (Y(t), B()u) = (w(t), B(E)a(e)), are. t ENO,H]. (3.22) 


而 横 截 条 件 (3.17) 化 为 


(WE),z— DE0, vzeM(). (3.23) 


这 样 , 我 们 就 得 到 |: 


定理 3.5. (最 大 值 原理 ) 设 (L2) 成 立 , (:) 是 问题 (TC) 好 
优 控 制 , > 0 是 最 优 时 间 , 则 存在 (3.21) 的 非 零 解 w(: 
值 条 件 (3.22) 和 横 截 条 件 (3.23) 成 立 


一 
— 
ep 
沪 
一 人 

四 
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定理 3.6. (bang-bang 原理 ) 设 (L2) 和 (3.1) 成 立 , 则 存在 最 
优 控 制 去 (.) < [0,7] 使 得 


i(t) € OU, a.e. t € [0,t]. (3.24) 


当 U = [0,1] 时 , (3.24) 意味 着 


Ut)= 二 0 或 1 a.e. t € [0,t]. 


这 就 是 说 , a(t) 只 取 值 0 或 1. 物理 上 , 这 通常 表示 控制 器 可 以 是 
简单 的 开关 ;“ 开 ”或 “ 关 ” 构 成 了 控制 行为 . 这 就 是 为 什么 我 们 称 
定理 3.6 为 bang-bang 原理 的 一 个 原因 . 今后 , 我 们 称 满足 (3:24) 
的 控制 为 bang-bang 控制 . 


证 明 . 记 

WI[0,+00) = {w() € Ll0,+o00; R™)|w(t) € OU, a.e.}, 

少 [0,+co) = {v(:) € L7.[0, +00; R™)|v(t) € co(OU), a.e.}. 
由 于 

OU CU Cco(0U)= coU, 
我 们 有 
gg 全 {yt;w()lw() el0,+00)} RO 
c sOS {vt)|v() € Yo,+00)} 


从 定理 2.3 的 证 明 可 见 


从 而 
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这 样 对 于 最 优 控制 8 人) e 多 [0, 习 , 存在 五 (.) e 六 [0, 昌 , 使 得 
y(t; a()) = y(t; w()). 


显然 , 五 (.) 是 一 个 bang-bang 控制 , 它 还 是 最 优 的 . 


在 上 面 的 讨论 中 , 初始 状态 是 国定 的 , 当初 始 状态 允许 在 一 个 
有 界 凸 闭 集中 变动 时 , 我 们 可 以 建立 相应 的 结果 . 


定理 3.7. 设 (L2) 成 立 , @, M(t) (te [0, 二 00)) 是 R" 中 非 空 
耳 闭 集 . 假设 上 > 0 是 将 状态 从 8 转移 到 M(.) 的 最 优 时 间 ， 即 


te nf{t 0|vy(t; yo, u(-)) € M(t),yo € Q,u() € YL[0,+o00)}. 
又 设 忆 (:) 是 最 优 控制 ,jo E Q@ 和 5 E MI(?) 分 别 是 相应 的 最 优 轨 
线 在 0 时 刻 和 五 时 刻 的 状态 , 则 存在 (3.21) 的 非 零 解 V(.) 使 得 最 


大 值 条 件 (3.22)， 关 于 终端 的 横 堆 条件 (3.23) 和 以 下 关于 初始 状 
态 的 横 截 条件 成 立 . 


(w(0), yo — Yo) < 0， vyoeQ. (3.25) 
证 明 . 把 
Y(t) = y(tiy0) — Blt, 0)yo, t>0 


看 作 新 的 状态 变量 ， 


M(t) SM Bt,0)0 = {2 —®(0|z € M(t), yo € Q} 


看 作 新 的 目标 , 则 易 见 和 Wa(:) 束 是 相应 的 初始 状态 固定 为 0 的 
时 间 最 优 控 制 问 题 的 最 优 时 间 和 最 优 控制 . 而 相应 的 状态 轨 线 在 
的 终端 状态 为 5 一 (5,0) 名 .容易 验证 定理 3.5 的 条 件 满足 , 从 而 
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有 (3.21) 的 非 零 解 v(:) 使 得 最 大 值 条 件 (3.22) 满足 , 而 关于 终端 
的 横 截 条 件 变 为 


(w(E),z2— Blt,0)yo — (9— Blt,0)90)) >0, VzeE M(t) yo EQ. 


在 上 式 中 取 yo = 加 即 得 (3.23). 而 取 z=ye M(&) 则 得 
(w(t), BL, 0)yo BL, 0)yo) 0， Vv Vy0 € Q. 
从 而 


(w(0), yo — Yo0) = ((B(E,0)) wv(E), yo — yo) 
= (w(t), B(t, 0)vyo B(L, )yo) < 0， V YO (Es CR 


这 样 ， 就 得 到 关于 最 优 初 始 状态 的 横 截 条 件 (3.25). 


d27 
dt2 
从 状态 (- 瓦 ,0) 最 快 地 转移 到 状态 (0,0) 的 时 间 最 优 控制 . 


=u(t), lu)| <1, (3.26) 


我 们 用 最 大 值 原理 来 分 析 这 一 问题 . 记 y 二 we 我 们 有 


7 


(3.27) 的 共 思 方程 是 
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其 中 Cu C2 为 第 数 . 设 忆 :) 为 所 求 的 时 间 最 优 控制 . 由 最 大 值 原 
理 , 存在 不 全 为 零 的 常数 C1, C2 使 得 


max, [Ce 一 Cit)ul = (C2 — Cit)a(t), aeblo 下 


vuE[—1,1 
从 而 
ut) = sgn (C2 — C1t), a.e. [0,t]. 
由 于 (C2 一 O01t) 至 多 只 有 一 个 零点 , 因此 , 在 儿 乎 处 处 意义 下 , 最 
优 控 制 (:) 只 取 值 为 1 和 一 1, 而 且 它 至 多 改变 一 次 符号 . 
如 果 最 优 控 制 在 轨 线 到 达 (0,0) 前 的 一 段 取 值 为 1, 状态 的 相 
轨 线 为 
Di: y=—V2x, z>0, 
晶 走 向 是 y 增加 的 方 回 . 
如 果 最 优 控 制 在 轨 线 到 达 (0,0) 前 的 一 段 取 值 为 -1 则 状态 
的 相 轨 线 为 
L2: y= V-—27x, Wr<0, 

且 走 向 是 y 减少 的 方向 . 因此 , 最 优 轨 线 的 相 轨 线 必定 与 Li 或 也 
相交 . 假如 记 (-) 在 开始 时 取 值 为 -1， 则 状态 在 这 一 段 的 相 轨 线 为 
L3: y=—V-2(z+H) 

的 一 段 . 注意 到 Ls 不 可 能 与 或 Ls 相交 ， 最 优 控制 必然 在 开 

始 时 取 值 为 1. 此 时 ; 
L4: y= V2(z+H) 
当 La 与 Za 相交 时 ， 坏 9) 的 值 改 变 为 -1. 由 此 可 以 求 出 : 


0-| Tt < vn, 


/<0 < J Be 
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这 里 我 们 假定 初始 时 刻 为 0. 而 最 优 时 间 是 
f=2VH. 
而 这 正 是 我 们 在 第 一 章 中 得 到 的 结果 . 


一 般 地 , 令 


v(Z ) = 1, 当 (z,y) 在 Li,L2 的 下 方 或 Li | 
os = 当 (z,y) 在 Li, La 的 上 方 或 Ls /让 


全 


的 轨 线 都 是 系统 (3.26) 最 快 到 达 (0,0) 的 最 优 轨 线 .这 里 请 读者 
注意 的 是 , 尽管 在 数学 上 (3829) 与 (3.28) 得 到 的 同样 都 是 最 优 控 
制 . 但 是 (3.29) 具有 状态 反馈 形式 , 在 实际 应 用 中 将 更 为 有 用 . 特 
别 , 利用 (3.29) 计算 最 优 控 制 会 更 具有 抗 干扰 性 ,在 这 个 例题 中 ， 
我 们 利用 对 开 环 间 题 (最 优 控制 间 题 ) 的 研究 结果 得 到 了 闭环 问题 
(反馈 最 优 控制 问题 的 解 ， 也 是 非常 有 意义 的 . 


(3.29) 


则 系统 
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在 这 一 节 中 , 我 们 考虑 时 间 最 优 控制 的 惟一 性 . 考察 以 下 时 不 
变 系 统 : 
| Yt) = Ay() + Bu()), t>0, ee 
y(0) = yo, 
其 中 4e R"", Be R"Y™. 进一步 , 假设 U 是 RW 中 的 一 个 凸 
多 面体 : 


U={uveER™(N,u) <e, 1<igk}, 


其 中 NeRm, ci ER (1<i<%k) 是 给 定 的 . 


定义 4.1. 设 U 是 Rm 中 的 一 个 有 界 凸 多 面体 , A € 了 "xm， 
已 < R"*m， 如 果 对 于 平行 于 U 的 某 一 条 核 的 非 零 向 量 w € 有 了 
向 量 组 
Bw, 4Buw 471LBuw 


总 是 线性 无 关 的 , 就 称 U 与 4, B 处 于 最 广 位 置 . 


当 m=1,0=[-1,1], Be R" 时 , U0 与 4,B 处 于 最 广 位 置 当 上 且 
仅 当 


B, AB,..., A"™-1B 
是 线性 无 关 的 , 即 系统 (4.1) 是 完全 能 控 的 . 下 面 的 定理 表明 , 在 
前 述 条 件 下 ， 当 vy(:) 确定 时 ， 最 大 值 条 件 (3.16) 惟一 地 确定 了 一 
个 控制 : 


定理 4.2. 设 VV 与 4,B 处 于 最 广 位 置 .Vy(-) 产 0 如 系统 (4.1) 
的 共 力 方程 
w(t) =—A Wt), telo,T 
的 解 , 则 在 [0;T] 上 除了 有 限 个 点 外 ， 最 大 值 条 件 


(w(t), Bult)) 一 maxO Bos te [0 了 (4.2) 
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惟一 地 确定 了 u(t)， 并 且 u(:) 在 [0,T] 上 是 一 个 取 值 于 5 的 顶点 
的 逐 段 常 值 函 数 . 


证 明 . 对 于 国定 的 te [0,T], (w(t), Bv) 是 ve U 的 线性 函数 . 
如 果 它 在 Z 上 不 是 常 值 的 ， 则 仅 在 UV 的 边界 上 取得 最 大 值 . 同 
理 , 可 以 进一步 证 明 (w(#), Bu) 或 者 仅 在 UV 的 某 个 顶点 达到 最 大 
值 , 或 者 在 U 的 某 一 条 校 上 取 常 值 . 

我 们 首先 来 证 明 , 除去 有 限 个 点 以 外 , 由 (4.2) 确定 的 u(t) 是 
惟一 的 . 

否则 ， 存 在 无 限 个 不 同 的 t,t2,…€ [0,7T] 使 得 t+ = t 时 
(k= 二 1,2,…), 由 (4.2) 确定 的 u(t;) 不 是 惟一 的 . 此 时 , (w(ty), Bv) 
必 在 UV 的 某 一 条 棱 上 取 常 值 . 设 wpi, urs 是 该 楼 的 两 个 顶点 . 记 
wk = Uk2 一 Up1, 则 


(Vt), Bwr) = (V(tr), Bur2) — (W(t), Bur1) = 0. 


注意 到 U 只 有 有 限 条 棱 ， 因 而 全 少 有 无 限 个 kj; 对 应 了 同一 


个 向 量 w = wx;. 即 : 


(w(tk;), Bw) = 0. (4.3) 
由 于 %(:) 是 常 系数 线性 微分 方程 组 的 解 ， 所 以 (w(t), Bw) 是 
变量 t 的 解析 函数 . 由 解析 函数 的 零点 抓 立 性 定理 及 (43) 可 知 : 
(WBw) =0, vtelo,T. 
对 上 式 关 于 t 求 直到 nn 一 1 阶 的 导数 ， 即 得 


(Vt), A Bw)=0, vt e [0,T]. 
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由 假设 ， Bw, ABw, Se , A7-1Bw 线性 无 关 ， 从 而 
v(t)=0, vtelo,1. 


这 与 %() 0 矛盾. 这 就 证 明了 除去 有 限 个 点 以 外 ，(4.2) 惟一 地 
确定 了 (0. 而 且 , 这 些 被 惟一 确定 的 u(t) 的 值 一 定 是 忆 的 顶点， 


下 面 , 我 们 来 证 明 vw(.) 是 逐 段 常 值 的 . 

设 石 < <…<ty€10,7] 是 那些 不 能 由 (4.2) 惟一 地 确定 
u(t) 的 志 任 取 了 了 = (人 让) (1 <h<N 一 1). 设 e1,e2,…4eg 为 
U 的 全 部 顶点 . 记 

BE;= {te J(v(t), Be;) > (V(t), Ber), YE 天 让 (4:4) 
由 于 对 te J，(4.2) 惟一 地 确定 u(t) & {ei1,e2,…,eg}， 从 而 
4 
J=()B,. 


j=1 


另 一 方面 , 对 任何 ,7， 
(W(t), Be;) (Y(t), Bex) 


关于 tt 是 连续 的 . 因此 , 对 每 个 j = 1,2,…,g, B; 是 开 集 . 注意 到 
媚 两 两 不 交 , 由 (4.4) 以 及 J 是 连通 开 集 , 可 知 E; 中 有 且 只 有 一 
个 是 非 空 的 . 这 就 是 说 , 在 7 了 上, wu(:) 取 常 值 . 


上 述 定 理 表明 , 当 TU 和 4,B 处 于 最 广 位 置 时 , 满足 最 大 值 条 
件 的 控制 , 特别 是 最 优 控 制 , 一 定 是 逐 段 常 值 的 , 其 取 值 为 有 界 冲 
多 面体 的 顶点, 而且 取 值 的 改变 次 数 为 有 限 次 : 


需要 注意 的 是 在 上 述 定 理 中 , 所 谓 (4.2) 惟一 地 确定 u(t)( 除 
去 有 限 个 点 ) 是 在 由:) 给 定 的 前 提 下 得 到 的 . 因而 还 不 能 由 此 得 
到 最 优 控制 的 惟一 性 . 下 面 的 定理 表明 了 在 一 定 条 件 下 , 时 间 最 优 
控制 是 惟一 的 . 
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定理 4.3. 设 U 是 Rm 中 的 一 个 有 界 辐 多 面体 ,U 与 4,B 处 
于 最 广 位 置 , 则 系统 (4.1) 从 状态 yo 最 快 移 到 状态 yi 的 时 间 最 优 
控制 是 惟一 的 . 


证 明 . 设 5),5(0) € 多 [0,3 都 是 用 最 优 时 间 SS 0 将 系统 
(4.1) 从 状态 yo 转移 到 yi 的 最 优 控制 , 从 而 


i t < 
y1 = etAyo + 1/ et 一 5) 人 有 二 (s) ds, 
0 
i t Es 
y1 = et yo +/ elt™ 5)A Bo(s) ds: 
0 


因此 ， 


t 大 
eG-94Bafs) ds = eG-94Bi(s) ds. (4.5) 
0 


由 于 云 :) 是 最 优 控制 ， 因 而 ， 由 定理 3.5, 存在 Xo 关 0 以 及 系统 
(4.1) 的 共 特 方程 


| Yt) = -4V0 te lO, 
w(t) = No, 


I = 一 


(4.6) 
的 解 V(.) 使 得 
(W(t), Ba(b) = max(y(b, BY), a.e. WE [0, 7]. 


注意 到 


(= eA M0, te [0,7), 


结合 (4.5) 可 得 


[ (0, Bato) dt 二 | Qo ABt) dt 
0 0 


| 
-一 -= 
> 
号 
[qo 
ey 
Ey 
A 
Wy 
Sl 
ee 
~ 
一 -名 
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or 
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因此 
(W(t), BD(t)) = max(y Bu) 
= (w(t), Ba(t)), ae.te [0,7]. (4.7) 


于 是 , 由 (4.7) 以 及 定理 4.2 得 到 


u(t) = v(t), a.e. t € [0,t] 


这 就 证 明了 时 间 最 优 控制 的 惟一 性 . 


定义 4.4. 设 w(:) 是 方程 (4.1) 的 共 斩 方 程 (4.6) 的 非 零 解 . 称 
满足 最 大 值 条 件 
(Vt), Bu(t)) = max(y(t), Bv) (4.8) 


vE€EU 


的 控制 u(.) € 2 为 极 值 控制 . 


我 们 已 经 知道 最 优 控制 是 极 值 控制 . 在 更 强 的 条 件 下 , 我 们 也 
可 以 证 明 极 值 控制 是 最 优 控制 . 


定理 4.5. 设 U 是 Rm 中 的 一 个 有 界 古 多 面体 , U 与 4,B 处 
于 最 广 位 置 , 且 0 eV, 则 系统 (4.1) 从 状态 w 转移 到 状态 0 的 极 
值 控制 是 惟一 的 . 特别 ,这 一 极 值 控制 必然 是 最 优 控制 . 


证 阴 . 设 v(), 怀 :) 是 将 系统 从 yo 移 到 0 的 两 个 极 值 控制 , 则 
存在 也 Se [0, 十 00)( 不 妨 设 T> 5) 使 得 : 


元 
0 三 ceo+ | e( 04Bu(b dt, 
0 


5 
0 = co ets -OABa(t) dt. 
0 
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从 而 人 Ss 
Wj 二 -tA Ba 本 -tA Bi | 
yo [ etABu(t) dt / etA Bal(t) dt (4.9) 
设 %() 是 方程 (4.6) 的 非 平 几 解 , 它 使 v() 在 [0, 了 上 满足 最 大 值 


条 件 (4.8), 则 由 (4.9), 可 证 : 


六 入 
/ 他 的 ,B6 的 ) dt = | (W(0), etA Bialt)) dt 
0 0 
FE 下 
= | (W(0),e-4 Bu(t)) dt = 1 WO, Bult)) dt 
0 0 
3 


= max(y(t), Bv) dt. (4.10) 


由 于 0 e UV, 因 而 


max(w(t), Bv) > 0, 


由 此 由 (4.10) 及 T>5 得 


由 定理 4.2 得 


ut) =it), ae. te [0,5]. (4.11) 
上 式 结合 (4.10, 并 注意 到 ww(:) 和 ww(.) 满足 最 大 值 条 件 (4.8), 可 得 
(w(t), Bult)) Bmax(y(t), BW 0, aestiel8,T]. (412) 


我 们 断言 全 = S$. 否则 人 > 5S. 由 定理 4.2, (4.12) 式 儿 乎 处 处 惟一 
确定 了 wu(-) 在 [5,T] 上 的 值 , 且 其 值 为 U 的 边界 点 . 由 惟一 性 可 
得 

u(t) = 0, a.e. t € [ST|. 
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但 0 eV, 这 与 u(-) 取 值 为 U 的 边界 点 矛盾 . 因而 (4.12) 蕴涵 了 
T= 3. 至 此 , 我 们 证 明了 了 = 5 以 及 w(:) = 去) 


注 记 


1. 在 英文 文献 中 , 与 能 达 集 相关 的 有 两 个 词 :“attainable set” 和 “reachable 
set”. 通常 , 前 者 与 本 章 中 介绍 的 概念 一 致 ， 后 者 为 


et 人 
R?(T;to, yo) 三 Ww RP (t; to, yo). 
tel[to,T] 


对 于 RP(T;to,yo), 相应 于 命题 2.1、 定 理 2.2 的 结果 一 般 不 真 . 
2， 由 所 有 轨 线 组 成 的 集合 
{y(;to, yo,u()u() € UP} 


并 不 一 定 是 凸 的 . 例如 考虑 U = {-1,1} 以 及 系统 


v(t) = u(t), WS [onl 


则 vy() 三 一 t 和 w(t) 三 t 是 相应 于 w= 一 1 和 w=1 的 两 条 状态 轨 线 . 但 
是 它们 的 凸 组 合 y(t) = 0 并 不 是 系统 的 一 条 状态 轨 线 . 

3， 如 果 控 制 区 域 0 是 有 界 集 ， 则 对 于 任何 p & [1, 十 oo], YW?[to,7T] 都 是 相 
同 的 , 从 而 能 达 集 R?(T) 也 是 相同 的 . 当 U 无 界 时 ;情况 又 会 如 何 ? 此 
时 , 即使 对 于 时 不 变 的 线性 系统 , R?(T) 也 确实 可 以 随 着 pb 的 变化 而 变 
化 . 请 看 下 例 : 

设 T= 7/4, 1< 抽 过 十 co. 考虑 系统 


AN 


注 记 
这 里 
1/ In(2s), 如 果 r=1， 
p(s)= 二 4 2/[(r 一 1)s” 1]， 如 果 1<r<+eo， 
3 exp(—s), 如 果 ” = ++o6. 
这 样 


—sin(x/4—t) cos(f/4 一 加 


7/4 ff cost sint 
fe 2 QT/4 = t) dt. 
对 于 固 定 的 te (0， 7/4]， 不 难 验 证 


(1) cost 十 sint< [p'(1)+1]cost < 0， 


元 /4 。 
wa) = | ( cos(T/4 一 如 sin( 元 /4 一 加 ) uD 
0 


以 及 
lim (ea cost 十 SSin 中 一 十 co. 
3s 一 十 co 
这 样 


p(s) costt ssint 

在 [1, 十 oo) 上 的 最 小 值 一 定 在 (1, +ee) 内 的 茶 一 点 s 达到 , 而 且 
vp'(s) = — tt. 

于 pg”(s) > 0, 上 述 方 程 有 惟一 解 s = s(t). 伶 


at) = 是 Vv t € (0, 7/4], 


则 
i(t) € U, vte (0,7/4. 
进一步 , 不 难 证 明 


a) er i 如 果 " = 
1<g<r， 如 果 T<RE +oco， 


1 cost sint 
四 a(n/4—t) 
0 一 Sint cost 
. 册 cost sint 
= min ly u ), 
uEU 0 一 Sint cost 


以 及 去) 是 方程 
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的 惟一 解 , 或 等 价 地 , a(-) 是 

(人 ee) = ( (0 ) wn)), 
的 惟一 解 . 这 表明 对 于 w() e Y1， 

y(T;u()) = YT;u()) > ul) = 7(), ael [07]. 
从 而 

y(T;a() €E RY < 人 > 二) € YY, 

男 一 方面 , 易 见 

Et q=1, 如 果 7=1， 

seo 人 人 如 果 工 < r < +co. 
因此 当 7 = 1 时, 如 果 g=1<p<+o%, 或 当 1<F< oo 时 ， 如 果 


1< qq<r<xDp<x+co,， 我 们 便 一 定 有 R94 


RP? £ Ri, 
R"” Rs, 
称 g 是 一 个 临界 指数 . 前 务 


VD 天 由 ， 


明了 对 于 二 阶 线性 定常 系统 (4,B 均 为 
aa 


y(0) = yo, 


果 对 于 ge [1, 十 oo], 在 gq 的 附近 R? 发 生变 化 ,确切 地 


V1l<r<g<s<t+o, 
j 的 例子 表明 对 于 线性 定常 系统 , [1, 十 oo] 中 
的 任何 一 个 值 都 可 能 成 为 临界 指数 , 但 是 男 一 方面 , 在 [33] 中 , 我 


BP. 


秆 如 时 
果 9 三 1 十 co， 
果 9 e (+co)， 


如 
如 


门 证 
Goakjdecceee2 的 全 
加 去世 肥大 


临界 指数 的 个 数 不 会 超过 12 个 . 特别 当 B 是 奇异 阵 ( 即 B 的 秩 小 于 2) 


时 ,临界 指数 的 个 数 为 零 ， 也 就 是 说 此 8 
是 相同 的 . 而 当 4 具有 一 对 复 根 a 十 
个 数 也 为 零 ， 


习题 
设 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
人 
ULU 1 
0 0 0 0 


时 无 论 辟 是 什么 , 所 有 的 RP 都 
(5 > 0) TT> 至 时 , 临界 指数 的 


nxm 


nxn 


Bn 关 0. 证 明 (1.5) 成 立 . 


习题 113 


2. 考虑 R? 中 的 控制 系统 : 


该 系统 是 否 完 全 能 控 ? 为 什么 ? 


3， 对 十 以 下 系统 : 


试 对 te [0,4] 确定 能 达 集 R(t). 

4. 考虑 
{ y(t) = A(PY(t) + b(t, ult)), ho te lto,T), 
y(t0) = yo, 

其 中 U 是 Rm 中 的 有 界 闭 集 ，4(.) : [to,T] 一 Rzxnm 可 积 . 对 加 任何 

t € [to;7T], b(t,-) : RT 一 Rn 连续 . 对 任何 we Di [to,T] 一 R? 

可 积 . 而 且 对 任何 有 界 集 K C R*, 存在 可 积 的 y(:) : [to,T] 一 R 使 得 

[b(t, | < pt). 

试 对 上 述 系 统 证 明 相 应 的 能 达 集 是 凸 紧 集 . 
5. 试 构造 例子 使 得 定义 1.2 中 , (i) 一 (一 (iv) 不 真 . 
6. 证 明 命 题 1.4. 


7. 称 系 统 (1.1) 在 [to,+eo) 上 完全 能 控 ， 如 果 对 任何 yo,m € R”, 存在 
妈 之 to 以 及 wu(-) € UY?[to, 十 oo) 使 得 


y(t1;to, yo, u()) = 1. 


(i) 试 举 一 例 说 明 对 于 定常 系统 ， 按 上 述 定 义 的 完全 能 控 性 不 能 推出 通 
常 意义 下 的 完全 能 探 性 . 
(i) 如 果 两 个 互 不 相关 的 小 系统 按 定 义 1.2 是 完全 能 控 的 ， 则 将 这 两 个 
小 系统 合 起 来 看 作 一 个 大 系统 时 , 该 大 系统 仍 是 完全 能 控 的 . 举例 说 明 
这 一 结论 对 我 们 刚刚 定义 的 完全 能 控 性 不 真 . 


8. 讨论 把 系统 


lu()| < 1, 


从 (yo,zo) 转移 到 (0,0) 的 时 间 最 优 控制 . 
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9 对 于 系统 
d2y 
2 = “0, lu(D)| < 1, 
讨论 最 快 击 中 目标 集 y = 0 的 时 间 最 优 控 制 . 
10， 对 于 系统 和 
dt Es dt | 
lu(D| < 1, 


讨论 最 快 击 中 目标 集 
Zz2 十 ?2 <1 
的 时 间 最 优 控 制 问 题 . 
11， 对 于 系统 
二 y+ v(t), 
y=—z+v(t 


lu(D| < 1, lv | < 1. 


讨论 将 状态 最 快 转移 到 (0,0) 的 时 间 最 优 控制 问题 . 
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81. 函数 的 最 小 化 


我 们 首先 来 看 函数 的 最 小 化 问题 . 对 这 一 问题 的 处 理 包含 了 
一 些 重要 的 思想 . 请 看 以 下 例题 . 


例 1.1. 设 J : [0,1] 一 R 连续 , 则 众所周知 存在 去 < [0,1] 使 
得 
Ja)= inf J(u). (ll) 


对 此 , 可 以 证 明 如 下 : 由 下 确 界 的 定义 , 存在 一 列 ws [0, 1]， 
称 为 极 小 化 序列 , 使 得 

A (1) = 
由 于 [0,1] 是 紧 的 , 因而 存在 {wx} 的 子 列 Wx,} 以 及 茶 个 如 e [0 了， 
使 得 


lim wx, = i. 
2—00 


进一步 ,由 7() 的 连续 性 可 得 


TD=- Inq nt 02 


这 就 证 明了 (1.1). 


仔细 观察 上 述 证 明 , 我 们 可 以 发 现 ， 要 使 结论 成 立 ， 在 (1.2) 
中 第 一 个 等 式 上 只 要 是 以 下 不 等 式 成 立即 可 : 


J (i) 一 人 IC 
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因此 , 我 们 可 以 将 上 述 结果 推广 到 更 为 一 般 的 情形 . 为 此 , 我 们 引 
入 如 下 概念 . 


定义 1.1. 设 U 是 度量 空间 1. 

(i) 称 映射 J: U 民 三 [一 co,+eo] 是 下 半 连 续 的 ( 简 记 为 
1.s.c.)， 如果 对 任何 7 E 了 及 , 集合 {u € 可 7 去 叶 是 闭 的 . 我 们 定 
义 J 的 定义 域 如 下 : 

D(D ES {ue dW) < + 多 (1.3) 
当 D(J) 关 9 时 , 我 们 称 7(.) 是 正常 的 . 


(i) 称 映射 J 人: U 一 RR = [~-0%, 十 oo] 是 上 半 连 续 的 ( 简 记 为 
u.s.c.)， 如 果 一 .是 下 半 连 续 的 ， 或 等 价 地 ， 对 任何 r+ E R, 集合 
{ue 可 7 > r} 是 闭 的 ， 对 于 上 半 连 续 函 数 J， 其 定义 域 同样 用 
(1.3) 定义 ， 类 似 地 ,， 当 D(J]) 关 9 时, 称 .J(.) 是 正常 的 . 


容易 证 明 下 面 的 简单 事实 . 我 们 建议 读者 自行 证 明 ， 


命题 1.2. 设 U 为 度量 空间 , 则 一 个 映射 J: U 一 R 连续 当 
且 仅 当 它 既是 上 半 连 续 的 又 是 下 半 连 续 的 . 


以 上 命题 说 明 连续 函数 必定 是 上 半 连 续 和 下 半 连 续 的， 下 例 
表明 反之 不 然 . 该 例 中 函数 及 其 图 象 对 于 区 分 上 六 连续 和 下 半 连 
续 的 概念 也 是 非常 有 帮助 的 . 


例 1.2. 设 U 三 [~1,1]. 定义 


多 A 0, veEl=B1|\ {0}, 
一 上 上， 人 


1 事实 上 ,在 二 般 的 拓扑 室 间 中 就 可 以 定义 函数 的 上 半 连 续 性 或 下 半 连 续 性 . 本 书 
中 , 我 们 主要 考虑 的 是 度量 空间 , 因而 我 们 的 定义 只 是 涉及 了 度量 空间 的 情形 . 如 果 读 
者 对 度量 空间 的 知识 不 熟悉 , 可 以 把 U 看 成 有 的 二 全 子 集 . 
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了 入 0， v €[—1,1]\ {0}, 
1 :区 三 0, 


容易 验证 J(:) 是 下 半 连 续 的 ，J(.) 是 上 半 连 续 的 ， 但 它们 都 不 是 
连续 的 . 


由 于 任何 Banach 空间 , 包括 R”,， 都 是 度量 空间 ， 因 而 定义 
1.1 已 涵盖 了 我 们 感 兴趣 的 情形 . 值得 注意 的 是 在 定义 1.1 中 , 我 
们 允许 下 半 连 续 函 数 取 值 土 %o ?. 


例 1.3. 设 U 是 度量 空间 ,Uo CU 是 一 个 非 空 闭 子 集 . 定义 


二 (1 
十 co， wu EU\U, 


则 Too(:) 是 下 半 连 续 的 . 进一步 ， 如 果 Uo 是 正常 的 , 即 Uo #9,U, 
, 则 Too(:) 是 正常 的 ， 且 


D(Iw) = Uo. 


我 们 称 Iu,(:) 为 集合 U6 的 示 性 函数 . 


有 时 候 ， 以 下 关于 下 半 连 续 的 等 价 定义 更 为 方便 . 


命题 1.3. 设 UV 是 度量 空间 , 则 J :U 一 RR 是 下 半 连 续 的 当 
且 仅 当 对 任何 wj, 二 ,成立 着 


Ji < dm Tn). (1.5) 


KE— oo 


2 通常 在 应 用 中 ， 我们 只 考虑 不 取 一 co 的 下 半 连 续 函 数 儿 和 不 取 十 oo 的 上 半 和 连续 
函数 ). 有 时 候 ， 人 们 定义 下 半 连 续 函 数 时 就 规定 函数 的 取 值 范围 为 (一 co, +eo]. 
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证 明 . 充分 性 . 任 取 7 e R, 序列 {ux} C {fuwe U|J(w) < Vhs 
满足 wi 一 志 则 由 (1.5), 我 们 有 
Ju) < lm Jur) < 7, 
天 一 co 
就 草 涵 了 as {ueE DI7w) < 7 从 而 {ue D017(w) < 7} 是 闭 
. 因此 7(-) 是 下 半 连 续 的 . 


必要 性 . 反 证 法 : 设 J :U 一 R 是 下 半 连 续 的 . 如 果 (1.5) 不 
成 并 , 则 存在 w 一 去 使 得 


这 
的 


J(u) > im J (ux). 


在 上 式 中 无 端 可 以 是 +oo, 右 端 可 以 是 -co, 但 易 见 存在 LER 使 
得 
J(u) > 有 > Jim J (Ug 
于 是 , 存在 N 使 得 
ss Tl 


因此 {wu e U|J(w) < 引 不 是 闭 的 . 这 与 7() 的 下 半 连 续 性 矛盾 . 
从 而 (1.5) 成 立 . 


下 面 的 结果 表明 下 六 连续 性 在 某 些 运 算 下 仍然 可 以 被 保留 . 


命题 1.4. 设 U 为 度量 空间 ,J : 三 一 及 是 一 族 下 半 连 续 函 
数 , we4. (函数 sup Jo(:) 是 下 半 连 续 的 . 
QE4 


( 刘 如 果 A 是 有 限 集 ， 则 min Ja() 是 下 半 连 续 的 . 


(ii) 如 果 4 是 有 限 集 ， 且 ”J4() 有 意义 , 则 》 Jo(:) 是 
CE4 aEA 
下 半 连 续 的 | 
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证 明 . (i) 对 任何 > e R, 我 们 有 


{ueU| sup Ja(w) <7}= (| {vedn) < 7. 


aEA 
由 下 六 连续 性 , 右 端 每 一 个 集合 都 是 闭 的 , 从 而 它们 的 交集 也 是 闭 
集 . 这 样 就 得 到 了 sup Ja(:) 的 下 六 连续 性 . 
CE 
(i 对 任何 7 € R, 我 们 有 
{ueUl| mig Ja(u) < 7} = (J {ue vl < 7}. (1.6) 


aEA 
由 此 易 得 结论 . 


(过 ) 由 命题 1.3, 对 任何 wx 一 到 利用 下 极限 的 性 质 得 
RD YD lm 大 (ns lm > Talur), 


aEA4 weEA R00 /一 co EA 


从 而 得 到 结论 . 


一 族 连 续 函 数 的 上 确 界 未 必 是 连续 的 荐 但 上 述 命题 告诉 我 们 
它 一 定 是 下 半 连 续 的 . 


我 们 指出 一 族 下 半 连 续 函 数 的 下 确 界 未 必 是 下 半 连 续 的 ， 


例 1.4. 设 
(wu) = |ul)®, Ue [1,1], a € [QF00), 


则 易 见 
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现在 , 我 们 来 推广 例 1.1 中 的 结果 . 
命题 1.5. 设 U 是 紧 度量 空间 ,J :U 一 R 下 半 连 续 、 正 常 且 
下 方 有 界 , 则 存在 Ee U 使 得 


J(z) = inf, J (vu). (Li7) 


证 明 . 取 极 小 化 序列 ws U， 即 
du = 
由 于 UV 是 紧 的 , 不 妨 假 设 ws 一 &. 于 是 ， 由 7(-) 的 下 半 连 续 性 ; 
我 们 得 到 


TW < lm Tur) = inf TW. 


k—o0 


这 样 就 得 到 (1.7). 


I 


上 述 证 明 包 含 了 本 章 建立 最 优 控 制 存在 性 理论 的 主要 思想 . 


区 


82. 最 优 控制 存在 性 一 初步 结果 


本 节 中 , 我 们 对 最 优 控 制 的 存在 性 做 一 个 初步 的 探讨 . 考虑 以 
下 最 优 控 制 问题 : 


y(t) f(t, y(t), u(t)); We [2 (2.1) 


其 中 y() e C(I0,71]; R”) 为 状态 轨 线 ,u(:) e 2Y[0,T] 会 {fu: [0,7] 一 
U |2() 可 测 } 为 控制 , 为 度量 空间 , f :10,TJxR"xU 一 R" 为 
给 定 的 映射 . 我 们 通常 给 出 的 条 件 将 保证 对 和 任何 (yo,uw()) < R” x 
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YY[0,T], 总 有 惟一 的 y() 三 Vy( ;yo,u(-)). 记 


y[0, TS {vy ;y0,u()) | yo € R”, ul:) € YI0, TI 
PIO, TI S {(yC;y0,00)), 2()) | yo Ee BR", u(:) € 多 上 可) 


任何 (y(-),4(:)) e Po 中 称 为 状态 - 控制 对 . 为 简单 起 见 ， 我 们 
考虑 的 状态 约束 为 如 下 形式 : 


(y(0), y(T)) € § S {yo} x 5 Co 


其 中 yo e R” 问 定 而 So S R” 为 闭 集 . 考虑 Bolza 型 的 性 能 指标 : 


不 
J7(y(), ul()) -MD+ 上 人 f(t y(t), ul ) dt, 


中 :R77 一 R, f°:[0,T]jxR*"xU oR. 


NN 
A 


记 Psl0, 了 ,ysl0,7] 以 及 Wel0,T| 分 别 为 可 行 对 集 ， 可行 轨 
线 集 和 可 行 控制 集 ; 记 Psa[0, 了, yal0, 了] 和 Qoal0,7] 分 别 为 允许 
对 集 ,允许 轨 线 集 和 允许 控制 集 (主见 第 一 训 ， 99) 我 们 关 六 的 最 
优 控制 间 题 为 : 

问题 (B). 求 (7(),a()) < Paal0,7], 使 得 
7JG0aO)= i on N23) 
满足 (2.3) 的 (),z()) < Poal0,7] 称 为 最 优 对 ; 相应 的 到) 和 
a(-) 分 别称 为 最 优 轨 线 和 最 优 控制 

首先 , 我 们 将 会 遇 到 以 下 间 题 : 

(i) 允许 对 集 [Poal0,7] 是 否 非 室 ? 

(i) 如 果 Boal0, 司 以 6, 最 优 对 (7(),(")) 是 否 存 在 ? 


前 面 我 们 已 经 指出 , 问题 (i) 与 能 控 性 问题 密切 相关 . 下 面 是 
一 个 允许 对 集 为 空 集 的 例子 . 
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例 2.1. 考虑 如 下 状态 方程 : 
y(t) =u(t), tel0,， (2.4) 


和 状态 约束 
(y(0),y(1)) € 5 = {(0,2)}. mm" 
控制 区 域 为 U = [一 1,1], 则 对 任何 4(:) € [0,1]， 
ly(T;0,u()| 1. 
匈 见 不 存在 满足 (2.5) 的 u(:) a Z|0, 1], 从 而 aal0， 了 本 由 Pualo, 1] 
一 内 


下 面 的 例子 告诉 我 们 即使 %al0,7] 非 空 , 最 优 控制 仍 有 可 能 
不 存在 . 


例 2.2. 设 状态 方程 和 状态 约束 仍 是 (2:4) 和 (2:5)- 令 控制 区 
域 为 U = R, 性 能 指标 定义 为 
1 
J(y(),u()) = t) al2dt. 
(C0), a) | wo | 
对 于 这 一 问题 ， 易 见 Wal0,1] 非 空 , 比如 ， 可 以 取 
zw 人) = 26XIoi(C) E Uaal0, 1], Vk>1. 


yx(t) y(t;0, uk)) = | 2 LL 
从 而 up(-) E Wa, 而 且 


a 上 2 0 (i oy 
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因此 ， 
下 J(()u()) = 0. 
(yO) EPsalod (y(°), u()) 
但 是 ， 匈 见 下 确 界 0 是 不 能 取 到 的 . 这 就 是 说 这 一 控制 问题 的 最 
优 控制 不 存在 . 


上 面 的 例子 中 ,控制 区 域 V 是 非 紧 的 ， 因 而 不 是 一 个 非常 令 
人 信服 的 例子 . 下 面 两 个 例子 也 许 更 为 有 趣 . 


例 2.3. 设 状 态 方程 为 (2.4)， 控 制 区 域 为 0 一 {-1,1}, 状态 
约束 为 


y(0) = 0， (2:6) 

性 能 指标 定义 为 
; 2 
J(y(),u()) = y(t) dt 

取 

2 2 
“0 1 加 条 € [> 有 Ml=0,1,...-1, (217) 

_1， 其它， 
则 wp(:) E Wial0,1]， 且 易 见 
yx(t) = y(t; 0, ux(*)) € [0, > vt el[0;1]. 
从 而 
Tn 
Tm | ws a — 0 (bp %) 
因此 ， 
iaf A TyC),u()) =0. 


(y(:),u(:)) EPaald0,1] 
另 一 方面 ， 对 任何 u(:) E YY[0,1], 总 有 Yy(;0,u(:)) 关 0. 从 而 这 里 
下 确 界 0 也 是 不 能 取 到 的 ， 即 本 问题 的 最 优 控制 不 存在 . 
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我 们 注意 到 在 上 一 例 中 控制 区 域 5 是 非 凸 的 . 如 果 将 上 例 中 
的 控制 区 域 7 改 成 [1,1]， 则 相应 的 控制 问题 有 最 优 控制 ,下面 
的 例子 表明 当 控 制 区 域 是 凸 闭 集 时 ， 如 果 性 能 指标 没有 相应 的 凸 
性 ， 最 优 控制 仍 可 能 不 存在 . 


例 2.4. 设 状 态 方程 和 状态 约束 为 (2.4) 和 (2.6)， 控制 区 域 为 
U = [-1,1], 性 能 指标 定义 为 
1 
J(y(),u(:)) = pe dt. 
(y(),u()) / [2 = at 
取 wn(") 为 (2.7) 定义 的 函数 ， 则 仿 前 例 可 以 证 明 
po J(y(),u(:)) = —1. 
现在 ， 我 们 来 说 明 下 确 界 -1 是 不 能 达到 的 ， 反 之 , 设 有 ai() < 
WY[0,1] 使 得 J(GG(),EC)) = 一 1, 其 中 兄 ) = (008D)) 则 由 7() 
和 的 定义 并 注意 到 天-) 连续 , 司 钴 


lat)|=1, ae. tie [0,1), (2.8) 


以 及 
y(t) = 0, vtel0,1l. (2.9) 


LE a.e. t € [0, 1], 


这 与 (2.8) 矛盾 . 因而 本 例 控 制 问题 不 存在 最 优 控制 : 


从 命题 1.5 可 见 , 如 果 我 们 有 允许 对 集 Paal0, 的 “ 紧 性 ”以 
及 性 能 指标 (:) 是 “下 半 连 续 2” 的, 则 我 们 可 以 得 到 最 优 控制 的 存 
在 性 . 但 是 这 里 马上 涉及 到 两 个 问题 : 首先 , 让 Pua[0,7] 为 紧 的 拓 
扑 是 什么 ? 再 者 , 在 此 拓扑 下 ,7() 是 否 是 下 六 连续 的 ? 我 们 将 在 
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第 三 第 四 节 讨 论 这 一 问题 . 下 面 先 对 一 个 特殊 的 问题 建立 最 优 控制 
的 存在 性 . 


y(t) = A(t)Y(t) + Bu(t) te [0, 7), (2.10) 
以 及 性 能 指标 


ZT 
7(y(), ul()) 要 f° (y(t), u(t)) dt th(y(T)). 
0 
我 们 假设 
(LI1) 函数 A(-) 和 B(-) 满足 


4() € L™ (0,T,; 要 
B() € Tce(0,T;R2xm)， 


控制 区 域 UV 是 Rw 中 的 凸 紧 集 , 状态 约束 为 


y(0) = yo E R™. 


(L2) 函数 fa :Rn x Rm 一 R 以 及 访 : Ron 一 玉 为 下 半 连 续 
且 有 下 界 的 凸 函 数 ? 


定理 2.1. 对 于 系统 (2.10), 假设 (L1) 一 (L2) 成 立 , 则 存在 最 
优 对 (了 (去 ()) € Paal0, 7] 使 得 


7(Y(), a()) = (VC 


inf 
(y("),u(:))EPaal0,T] 
证 明 . 由 假设 可 见 多 [0,7] = Wal0;T1, 且 存 在 (yx(),ux()) € 
P[0, 了 T] 使 得 


im J((uwk()) = 7 = J(y(), uC)) > 一 oo， 


inf 
(y(),u()) EPaal0,T] 


379 不 依赖 于 t 不 是 本 质 的 假设 . 
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由 (L1) 可 知 U 是 紧 的， 从 而 存在 常数 C > 0 使 得 
38 
] lu dt<C, vkZ>1. 
0 
因此 , 由 第 二 章 定 理 4.11, 不 妨 假设 在 2(0,7T; RR") 中 


ug() — 2(.). 


而 由 Mazur 定理 , 我 们 有 wx(-) 的 一 列 凸 组 合 , 使 得 在 L2(0,T; R™) 


i () SD onuisr() —h), 


i>1 


其 中 
Re 


Qik 0, > ain =1. 
i>1 
由 于 UCR™ 凸 紧 ， 因 此 去) € Wal0,7T]. 另 一 方面 , 由 于 (2.10) 
是 线性 的 , 如 果 记 


bx(*) = Yy( ;Yo, Ux)), 

yk(*) = YC ; Yo, VE 
则 

Yr(*) = QipYitk() 


有 容易 证 明 在 C(I0, 7],R”)， 


Yr() = 7() Ey( ;vyo, a()). 


于 是 利用 户 () 和 4h(-) 的 凸 性 、 下 半 连 续 性 以 及 Fatou 引 理 可 得 
7(y(), a()) 
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下 
< lim {nD) + Pal, nl)) tt} 
= lm A) inl) 


= lim J aikyiHk() > opuita()) 


kaso0 jo d>1 
< lm > oinT (yita(), urn()) 
| 
= J. 


因此 z(-) 是 最 优 的 . 


上 面 的 证 明 严 重地 依赖 于 状态 方程 的 线性 和 控制 区 域 的 线性 
结构 (Z 的 凸 性 以 及 2(0,7T;R™) 的 弱 紧 性 等 )， 这 些 性 质 对 于 一 
般 的 情形 并 不 成 立 , 因而 为 建立 一 般 的 存在 性 理论 , 我 们 还 需要 做 
进一步 的 工作 . 
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仔细 观察 上 一 节 定 理 2.1 的 证 明 ， 我 们 可 以 发 现在 通常 意义 
下 ， 允 许 对 集 Paal0,T] 并 不 是 紧 的 , 进一步 的 观察 可 以 发 现 , 一 
般 来 说 ,对 于 一 个 最 优 控制 问题 ,允许 控制 集 Wal0,T1 通常 不 是 
紧 的 . 但 是 相对 地 , 可 以 看 出 在 二 定 条 件 下 ,允许 状态 轨 线 集 将 会 
是 紧 的 . 而 最 优 控 制 的 存在 性 似乎 也 较 多 地 依赖 于 状态 轨 线 集 的 
紧 性 , 对 于 允许 控制 集 的 紧 性 要 求 要 弱 一 些 , 特别 , 当 性 能 指标 中 
的 积分 函数 10 不 依赖 于 wu 时， 允许 状态 轨 线 集 y4al0, 7T] 或 可 行 
轨 线 集 ys10,T| 在 C(I0;T];R"”) 中 的 紧 性 将 保证 最 优 控制 的 存在 
性 . 


首先 , 我 们 来 看 可 行 轨 线 集 25[0,7] 的 致密 性 . 
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可 行 轨 线 集 的 致密 性 
我 们 假设 
(B1) 7 > 0, UV 是 紧 度量 空间 ,So C R” 是 闭 集 . 


(B2) 函数 :10,T] x R" xD 一 Rn 关于 te [0,7] 可 测 , 关 
于 we U 连续 , 旦 存在 常数 工 >0 以 及 p(:) € LP(0,T;R) (p> 1)， 
使 得 


[f(t, x, 0) — flt,y, WLlz — yl, 
vte [0,7], z,y,€ R”, we Ud, 
[f(t,0,w)| < y(t), Vtel0,7),wved. 


我 们 有 

定理 3.1. 固定 yo € R"， 并 设 (B1) 一 (B2) 成 立 ， 则 对 任何 
u(:) E Y[0,T], 系统 (2.1) 存在 惟一 的 满足 初 值 条 件 y(0) = Wo 的 
解 y(-) 三 y(;u(-)). 进一步 , 考虑 状态 约束 为 (2.2)， 则 可 行 轨 线 集 
ysl0,T] 在 C(I0,T];R") 中 致密 4. 


证 明 . 在 条 件 (B1) 一 (B2) 下 , 方程 (2:1) 解 的 存在 惟一 性 可 由 
第 二 章 定理 5.1 得 到 . 现在 我 们 证 明 集 ys[0, | 的 致密 性 . 由 (B2)， 
y(t; u(-))| 
< lyol1 -es 7T))| dr 


< ol yf )| ar. 


于 是 由 Gronwall 不 等 式 , 可 得 与 VC) e 10; 了 | 无关 的 常数 C > 0 
使 得 


入 


区 GOTECGT+D vtel0,T, ul)€ YI0,T). 


4 称 集合 4 在 距离 空间 X 中 致密 , 如 果 它 的 闭 包 4 是 已 中 的 紧 集 . 等 价 地 , 4 中 
的 任何 点 列 都 有 收敛 子 列 (收敛 于 XX 中 但 不 一 定 是 4 曲 的 点 ). 
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进一步 , 易 见 
y(t;u(:)) — y(s; u())| 
< 人 ra ur))| dr 
< f et dp 17(7 )| dr| 
< |/ v0 otro + pk- 


Vv s,t € [0,7], u(:) € [0,T]. 


从 而 ys[0, 一 致 有 界 且 等 度 连续 . 由 ArzelirAscoli 定理 ， 它 在 
C([0, 了 T; R”) 中 致密 . 


可 行 轨 线 集 的 紧 致 性 

为 得 到 ys[0, 了 T] 在 C(I0, 了 ;RR”) 中 的 紧 性 , 我 们 引入 如 下 条 
件 

(B3) 映射 :10,T] x R"xU 一 R" 满足 如 下 的 Filippov- 
Roxin 条 件 : 对 儿 乎 所 有 的 te [0,7], 以 下 集合 对 任何 ye R” 都 
是 凸 闭 的 : 


f(t,y,U) ES {fy,v) | ue UY 


进一步 我 们 需要 以 下 的 Filippov 引 理 , 这 是 第 三 章 引 理 2.5 
的 推广 . 


引 理 3.2. 设 不 为 紧 度量 空间 , 而 且 g:10,T]xU Rm 关于 
E [0,7] 可 测 ， 关于 u EU 连续 ， 


0 €g(t,U), a.e. t € [0, 7], (3.1) 
则 存在 ul(-) € [0,T, 使 得 


g(t, u(t)) = 0, a.e. Bel0,T7]. (3 
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证 明 . 设 d 是 U 上 的 度量 , 定义 
A d(u,v) 
= 1 十 do)” 


则 a 仍 是 U 上 的 度量 . 在 此 度量 下 , U 仍 是 紧 的 , 9 关于 w EU 也 仍 是 连续 
的 . 接 下 来 , 定义 


rfuev lg =0, te 中 


Vu,v €U, 


不 失 一 般 性 , 由 (3.1) 可 设 对 任何 te [0,7], T(#) 关 9. 令 Vo 全 {vn | 有 > 让 是 
U 的 一 个 稠密 子 集 . 我 们 先 来 证 明 函 数 dv,T()) 的 可 测 性 . 固定 we 0, 我 
们 断言 对 任何 ce RB, 


{t€ {0,7] | alu, T(t)) < co} 


= NUtteo nl aw) < cet, lobo)l< 3 We 


i=1 j=i 
这 里 
和信. 二 
dwuL(t))= inf d(iwv). 
vET(t) 
事实 上 , d(w,T(t)) < c 当 且 仪 当 存在 一 个 子 列 {vj,} S UVo 满足 
lim do < 
> (3.4) 
J d(v;, ,T(Ee= 0. 


由 于 U 是 紧 的 , 而 g(t,-) 连续 , 从 而 (3.4) 中 的 第 三 个 式 子 等 价 于 
ne g(t v7) = 0. 
于 是 (3.4) 又 等 价 于 : 对 任何 ;> 1, 存在 ; > i 使 得 


{ d(u,v;) < c+ +, 

lg(av3)| < +. 

这 就 证 明了 (3.3). 由 于 4(3.3) 的 右 端 是 可 测 的 , 因而 左 端 也 是 可 测 的 . 这 就 是 
说 , 对 任何 we U, a(w,T(.)) 定义 了 [0,7 上 的 一 个 可 测 函 数 . 


现在 定义 


udu 人 En, vtelo,T. 


{ d(u1(t), T(t)) < 1, 


ht Ss410, 7]. 
d(u1(t), uo(t)) 人 
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d(ui(t), T(t)) < 2 
d(wi(t), ui—1(t)) < D2=2 


则 对 任何 te [0,, 存在 ue€E T(t) 使 得 
d(ur(t),u) < 21 一 8. 
又 由 于 Uo 是 U 的 稠密 子 集 , 存在 ve Uo 使 得 


d(v,u) < min(2- 21 — d(wx(t),u)), 


此 时 必 有 
| A(v, T(t)) < dv,u) < 2 一 R， 
dl(v, ux(t)) < d(v, wu) 十 dl(u, uk(t)) < BP 
现在 定义 
BS {te [0,7) | dv TD) < 2 分， 
FE {te [0,T7] | lvis un1()) < 217®}, 
Ak = EENFE, ki>1. 
由 (3.6), 对 于 任何 te [0,7], 存在 i 使 得 te A*. 这 样 就 有 


落 到 三 U A 
= 


v te [0,T], i= 1,2, 
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4 (3.5) 


男 一 方面 , 由 于 上 一 doiTG) 可 测 , 从 而 BE* 可 测 . 又 FR 是 可 测 的 ， 因 而 


4 是 可 测 集 . 


现在 定义 wr41() : [0, 了 一 Vo CU 如 下 : 
i—l1 
Uk+1(t) = vi, vte AF\ [| 他 
3 二 


由 Bk 及 Fk 的 定义 以 及 (3.7) 易 得 


{ Ad(up41(t), OO) < 2—*, 
d(ugp41(t), up(t)) < 21®. 


(3.7) 


(3.8) 


这 样 , 我们 就 归纳 地 定义 了 {wx()}, == 0,1,… 且 (3.5) 对 任何 > 1 成立 . 


性 , 我 们 得 到 
u(t) 会 lim ur) EV, Welo7l. 


此 可 以 得 到 对 任何 te [0,T], {iix(t)} 是 U 中 的 Cauchy 列 . 由 U 的 完 名 
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由 于 wk() 是 可 测 的 ， 从 而 其 极限 x(-) 也 是 可 测 的 . 即 v() e 多 [0 术 : 进 一 
步 ， 由 (3.8) 的 第 一 式 以 及 T(t) 的 闭 性 , 可 得 
ult) € T(t), v te {0,7]. 


从 而 (3.2) 成 立 . 


有 了 以 上 引 理 ,我 们 可 以 建立 以 下 结果 . 


定理 3.3. 设 (B1) 一 (B3) 成 立 , 则 ysl0, TI 是 C([0,7T];R”) 中 
的 紧 集 . 


证 明 . 任 取 序 列 {yx()}x>0 ES ys[0, 了 TI. 令 ux(")& 人 Y[0, 可 为 
相应 的 控制 : yr(-) = y( ;yo; wx(")). 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 在 
C([0,7];R”) 中 ， 

多 人) = 9(), (3.9) 


以 及 在 L?(0,7T;R”) 中 


A WwW, F 


fy), ual) FC). (3.10) 
这 样 ， 由 (3.10) 以 及 Mazur 定理 , 有 f(yx(-), ur(")) 的 凸 组 合 序 
列 


fr() >》 aikj ,Yitk("), Witk(")), Qik > 0, Yair = 1,， (3.11) 


i>1 这 1 


使 得 在 L?(0,7;R™") 中 


大 (一 f(). (3.12) 
另 一 方面 , 由 (B2) 及 (3.9) 可 得 当 k 65 时 ， 
RC) — yonf lt, v(t), witr(t))| 


i>1 


< LS, Qiplyirr(t) Y(t)| 0 (3.13) 


i>1 
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关于 te [0,7] 一 致 成 立 . 此 时 ， 
y(t) = lim yr(t) 
-to 
到 w+ fF ds, v te [oO 站 
0 


下 面 , 我 们 先 证 7 了 (.) € 7[0,. 为 此 ,只 要 证 明 存 在 去 .) € 10,7T]， 
使 得 


f(t) = f(t, y(t), a(t)), a.e. [0, 中. (3.14) 
织 


结合 (3.12) 和 (3.13), 并 利用 (B3), 我 们 得 到 


7 的 = lm f(t) 
im ,Don t ,Y( t), Uitk(t )) 


Sy 


€ Tf(t,9(),0) = f(t yD 0). 


易 见 映射 (t,w) 一 859,u) 满足 引 理 3.2 的 条 件 . 于 是 存在 
z(:) € 2Y[0,T, 使 得 (3.14) 成 立 ， 即 y(:) & 7y[0,TI， 最 后 ， 由 
yx(") 满足 约束 (2.2) 以 及 (3.9), 立即 可 得 jy(:) 也 满足 (2.2). 因此 
zy() € ys[0, 了 Tl, 这 就 证 明了 ys[0,7T] 的 紧 致 性 . 


需要 指出 , 尽管 任何 序列 { (yh), up("))}x>1 C Psl0,T], 都 有 
子 列 {yr,(-)]sz1 收 敏 到 某 个 9() 会 y(-; yo, 2()) e ys[0,7T) 但 这 并 
不 表明 {wx(")}xz1 一 定 会 有 子 列 收敛 到 元 (). 我 们 甚至 不 能 断言 
是 否 一 定 有 {ux()jRz1 的 子 列 收敛 . 
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上 面 我 们 已 经 看 到 在 条 件 (B1) 一 (B3) 下 , 可 行 轨 线 集 ys[0, 了] 
是 C([0,7T];R”) 中 的 紧 集 . 按照 81 中 的 思想 , 我 们 还 需要 性 能 指 
标的 下 半 连 续 性 , 为 此 我 们 引入 以 下 假设 . 


(B4) 设 站: [0,7] x R" 一 R 是 Borel 可 测 函 数 浊 关于 
ye R" 下 六 和 连续;h: R" 一 RR 下 半 连 续 . 进一步 , 存在 党 数 工 > 0 
使 得 


f°(t,y) > =D; h(y) 之 =:b, Vv (t, y) 区 [0, x R"”. 


上 面 考虑 的 f° 不 依赖 于 ue U. 这 使 得 我 们 可 以 基于 状态 轨 
线 的 紧 致 性 得 到 关于 最 优 控制 存在 的 一 个 初步 结果 . 


定理 4.1. 设 (B1) 一 (B4) 成 立 ，Paal0,T| 关 9, 则 问题 (B) 至 
少 有 一 个 最 优 对 . 


证 明 . 任 取 极 小 化 序列 {(yx(), CODE CPaal0; 了 TI 按 定 
理 3.3， 可 设 存在 jy(:) 三 Via)) € ys[0,7T], 使 得 (3.9) 以 及 
(3.11) 一 (3.12) 成 立 . 由 (B4), 我 们 有 


| F490) < lm Pa) ete [0,7), 


h(y(T)) < el h(yxr(T)). 


于 是 ， 由 Fatou 引 理 可 得 ; 


I 作 


A 
oy T lim jad 加 GO) dt 
大 一 5 0 ko00 


I 人 人 


lim hyi(T)) + lm 放下 的) dt 


天 一 co 天 一 co /0 
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< lm Tyr(), ur() 
inf J(y(), vu()). 
(y(°),u(:)) EPaal0,T] WO 


这 样 束 证 明了 (7(-),z(-)) 是 最 优 对 . 


不 难看 到 在 条 件 (B4) 下 , 泛 函 J(y(-),u(-)) 在 以 下 意义 下 是 
下 半 连 续 的 : 对 任何 (yj(),wux()) e PI0,7T]， 车 在 C([0,7];R”) 中 
yx(") 一 了 则 

J(Y(), a()) < ts, J (yr() ur()). 
这 样 , 集合 Ps[0,T] 的 “ 紧 性 ”加 上 7(y(-),w()) 的 “下 半 连 续 性 ” 
就 导出 了 最 优 对 的 存在 性 . 

当 了 0(t,y) 三 0, 我 们 可 以 看 到 问题 (B) 成 为 相应 的 (M) 问题 . 
因此 上 述 结果 也 告诉 我 们 相应 的 (M) 问题 有 最 优 对 . 

男 一 方面 ,f° 与 v 无 关 这 一 假设 是 不 能 令 人 满意 的 . 利用 第 
一 章 中 将 (B) 问题 转化 为 (M) 问题 的 方法 , 我 们 可 以 将 f° 依赖 于 
wu 的 情形 转化 为 可 以 利用 定理 4.1 的 情形 ;例如 考虑 以 下 新 的 控制 
系统 ( 取 y = (yo,9)): 


/Ft yt), ult)) 
WS ( f(t, yh), ult) 
状态 约束 化 为 
0 
钢 ) - (») Wl7) e Rx su 
这 时 如 果 了 :|[0,T] XR"xU 一 R"™! 满足 Filippov-Roxin 条 件 ， 
即 对 儿 乎 所 有 的 te [0, 了 7], 集合 


f° (ty,u) 有 
(Corn /1 


) F(t,vy(t), ult)), tel07), 
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则 我 们 可 以 利用 定理 4.1 得 到 最 优 控制 的 存在 性 结果 . 但 可 惜 这 
样 得 到 的 结果 作用 是 很 有 限 的 . 为 说 明 这 一 点 , 我 们 举例 如 下 : 


例 4.1. 考虑 控制 系统 
y(t) = u(t), te [0, 7], 


控制 区 域 为 U = RR, 而 性 能 指标 为 


则 

f(y.0)= {wu [ueR}, vt,vy) el0,TIxR 
是 及 2 中 的 抛物 线 , 不 是 古 集 ! 因此 尽管 本 例 最 优 控制 的 存在 性 非 
常 显然 , 但 是 我 们 不 能 由 定理 4.1 得 到 最 优 控制 的 存在 性 . 


/FF 


上 面 的 例子 说 明 需 要 寻找 一 个 更 弱 的 条 件 米 保证 问题 (B) 上 
有 最 优 对 . 为 此 , 对 任何 (t,y) e [0, Tx R”, 我 们 引入 以 下 集合 
E(t,y) ={(2°,2)€E Rx R"|z" > f°0, vu), z= ft u), veU}. 
下 面 关 于 控制 系统 和 性 能 指标 之 间 的 一 个 匹配 条 件 ， 是 保证 最 优 
对 存在 的 一 个 关键 条 件 . 

(B5) 对 儿 乎 所 有 的 te [0,7 了 ,映射 £(1,.) : R™ 二 2RxR” 在 任 
何 点 VE R* 具有 Cesari 性 质 : 


MN wal Oi(W)) = sy 


0>0 
其 中 Oy(y) 是 以 y 为 心 半径 为 5 >0 的 开 球 . 
易 见 如 果 E(t,y) 在 六 具有 Cesari 性 质 , 则 E(t,y) 是 凸 闭 集 . 


下 面 关于 Cesari 条 件 成 立 的 一 个 充分 条 件 表明 Cesari 性 质 本 质 上 
是 一 个 关于 E(t,y) 为 凸 闭 集 的 条 件 . 
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命题 4.2. 设 以 下 条 件 成 立 : 

(B6) 对 几乎 所 有 的 te [0,7T], 映射 f(t,…,wu) 关于 .EU 一致 
连续 , f(t,.,u) 关于 weEU 一 致 下 半 连 续 , 即 对 任何 给 定 的 ye R” 
以 及 < > 0, 存在 o = ol(t,y) > 0, 使 得 对 任何 ye Os(y) 成 立 着 

a 

f°(t, yu) > f°(t, vy, u) 站 

则 对 于 给 定 的 te [0,T], E(t,.) 在 y 点 具有 Cesari 性 质 当 且 仅 当 
E(t,y) 为 凸 闭 集 . 


VE UL， (4.1) 


证 明 . 我 们 只 需要 证 明 充 分 性 . 设 (B6) 在 点 t+ € [0,T] 成 
立 , y € R" 使 集合 E(t,y) 成 为 凸 财 集 , 则 由 (B6), 对 任何 > 0， 
存在 c = ol(t,y) > 0, 使 得 当 y€ Oo(y) 时 , (4.1) 成 立 . 这 样 , 对 
0 <5<o 以 及 任何 (26,z*) € E(t,O5(W)), 存在 msos us EU, 
使 得 


EARRD (4.2) 

从 而 由 (4.1) 以 及 (4.2), 我 们 有 

由 

[35 — f(t 9 0) = f(t ,6) — Fh)| < e. 
这 意味 着 (z8,z5) < O.(E(t, 办 ). 于 是 
cs ON 0. (elt,y)). 

从 而 

NwetwOiy) c No.(ECD) = WED = ty). 


6>0 e>0 
由 于 


6>0 
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自然 成 立 , 因此 
E(t,y) = {| TE(t, Oy)). 


6>0 


即 E(t,y) 在 y 点 具有 Cesari 性 质 . 


对 于 例 4.1, 我 们 有 
E(t,y) = {2°0,0) 2 > w, u € R), V (t,y) E 及 . 
这 样 E(t,y) 是 凸 闭 集 . 同样 易 见 (B6) 成 立 . 于 是 在 例子 4.1 中 ， 
对 于 相应 的 问题 (B)，Cesari 条 件 满足 . 
在 (B6) 中 对 于 连续 性 的 假设 是 很 弱 的 , 这 就 是 为 什么 我 们 说 
Cesari 条 件 本 质 上 是 一 个 关于 E(t,y) 的 凸 闭 性 条 件 . 下 面 的 结果 
则 显示 了 Cesari 条 件 要 弱 于 Filippov-Roxin 条 件 . 


命题 4.3. 设 (B6) 成 立 ， f(t;y;u) 下 方 有 界 . 如 果 f(t,y,w) 满 
足 Filippov-Roxin 条 件 ， 则 E(t,y) 具有 Cesari 性 质 . 


证 明 . 由 命题 4.2, 我 们 只 需 证 明 E(ty) 的 凸 闭 性 . 


首先 我 们 来 看 闭 性 . 对 任何 收敛 序列 (z0, 加 ) s E(t,2y), 我 们 有 
uk E U, 使 得 
| yO. 
2 一 hE Wh is) 
设 (ah,z) 一 ( 列 , 避 . 由 于 f(t,y,wn) 下 方 有 界 ， 而 其 上 方 有 一 收 
敛 列 控制 , 因此 它 是 有 界 的 ， 从 而 我 们 可 以 假设 (必要 的 话 , 选取 
子 列 )68 一 60. 由 于 (%,zx) Ef(t,y,U), 而 f(t,y,U) 是 闭 集 ， 从 而 
必 有 (C0,z) Ee f(t,y,U). 这 就 是 说 存在 Ee U, 使 得 
| 三 2, 


f(t, y, Ue 
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因此 , ( 动 司 < E(t,), 即 E(t,5) 是 闭 的 ， 
现在 来 证 明 症 性 . 设 (2 2 € E(t,z) (i 二 1,2), 和 NE (0,1). 我 
们 有 ww EU 使 得 
| 2 f°(t,y, wi) = Co 
2 一 f(t, 2 Ui), 
由 f(t,y,U) 的 凸 性 可 知 存在 去 e U 使 得 


M29 + (1 — N29 > Xi 二 (一 入 GOAL 人 可 ， 
入 2z1 十 (1 = 入 )22 = f(t, y, ), 

这 就 得 到 了 E(t,y) 的 凸 性 . 从 而 由 命题 4.2 得 到 E(t,y) 具有 Cesari 

性 质 . 


易 见 如 果 f(t,y,w) 关于 ww 为 线性 ,f°(t,y,w) 关于 为 凸 的 ， 
而 U 为 凸 集 , 则 E(t,y) 是 凸 的 . 我 们 现在 给 出 一 个 E(t,y) 为 凸 集 
的 充分 条 件 . 


4. 令 (ty)E [0,T|xR". 设 f(t,y,U) 为 轧 集 ， 且 存在 
一 个 廿 函数 p(:;t,) : R" 一 R 使 得 
f(t yu) = pf Yt,y), vued, (4.3) 


则 E(t,y) 是 凸 集 . 


证 明 . 设 (z0, zi) €E E(t,y),i==1,2, 则 有 wi,u2 € UV 使 得 
| 2 之 f°(t,y, ui), 
Cone f(t,y, vy 


由 f(t,y,U0) 的 凸 性 可 得 对 任何 入 e (0,1), 存在 va s U 使 得 


2 二 多 


| 


》zl + (1 
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一 Mf (t, y, U1) 十 (1 一 入 ) 7 U2) 
mR f(t,y, us). 


Az? + (1 — A)z2 
> Af (ty, ui) + (1— NF (ty,u2) 
= AP(U ty v1);t,Y) + (1 — Nolf (lt,y, ua);t, Y) 
> p(y un) + (1— NF, vy, ta) y) 
= 9p(flt,y,u3);t,y) = f(t,y, ua). 


因此 E(t,y) 是 凸 的 . 


为 使 集合 E(t,y) 是 凸 集 , 函数 f(t,y,-)， f(t,y,-) 以 及 集合 U 
应 该 满足 某 种 匹配 条 件 . 条 件 (4.3) 就 是 这 样 一 个 匹配 条 件 . 

下 面 我 们 给 出 问题 (B) 最 优 对 的 存在 性 . 首先 我 们 将 条 件 (B4) 
改写 为 

(B4)' 设 用:[0, 克 xR"xU 一 RR 是 Borel 可 测 函 数 ， 且 关于 
u EU 连续 ;hh:R" 一 R 下 半 连 续 . 进一步 , 存在 常数 L > 0, 使 得 


f° (t,y, u), h(y) 二 = V (t,y, u) €&€ [0, x EB xsU. 


定理 4.5. 设 (B1) 一 (B2), (B4)' 以 及 (B5) 成 立 , Paal0,T] 冯 9， 
则 问题 (B) 至 少 有 二 个 最 优 对 . 


证 明 . 由 定理 的 假设 ， 可 取 极 小 化 序列 {(yx(), wn("))}s>1 ES 
Pual0,7] 使 得 


I 


J (yr(), uk 一 了 .LV 


inf 
(y()u)) EPaal0,T) 
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由 定理 3.1, 可 设 在 C(I0,7];R”) 中 ， 
yk() = 9(). (4.4) 
进一步 可 设 (3.9) 和 (3.11) 一 (3.12) 成 立 . 令 
= ost C+), ur) 


ll 


f(t) = lim f(t) > —L, a.e. 访 - [0,T]，, 


了 7 一 oo 


则 由 (4.4) 以 及 (B5) 可 得 下 式 儿 乎 处 处 成 立 : 
(PE), Fo) e {| Elt, Os(90)) = Et, TO (4:5) 


6>0 


人 心 


十 


gt) = |F() = F890), | + [f(t, (6), ) — PE 


则 9(.) 关于 te [0,7T] 可 测 ， 关于 w EU 连续 . 而 由 (4.5), (3.1) 
成 立 . 于 是 ， 由 Filippov 引 理 ( 引 理 3.2) 即 知 存在 可 测 的 云 :) € 
Y10, 了 T] 使 得 


se 
f(t 


a(t)), 


)， a.e. eI0,T]. 
(#), 2(t)), 


f(t) = 
另 一 方面 ,由 Fatou 引 理 


J 
x 
= hon) + Pea, a 


< 人 hyr(T)+ FO) dt 


J 
= JI nu 人 Di 二 人 Od 


天 一 co 0 YT 3oo 
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< 
< 
< 

进一步 , 容易 

-A 可 


下 


第 一 音 


和 


, 结合 (4.6) 即 知 (7(),()) 是 一 最 优 对 ， 
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太史 
im zk))+Im | 方 Od 


k—o0 0 半 

h(ye(T)) + Em / f° (t, yr(t), ur(t)) dt 

mm (h m+f OO 

lim (CC ux()) 

了 (4.6) 
由 约束 集 3 = {zo} x So 的 闭 性 得 到 (7() ,2()) < 


注 记 


我 们 已 经 指出 ， 变 分 问题 存在 性 理论 的 出 现 是 在 19 世纪 末 


Weierstrass 注意 到 下 方 有 界 的 变 分 问题 并 不 总 是 有 解 之 后 . 进一步 , 关 
于 存在 性 的 故事 可 以 追溯 到 一 个 古老 的 屠 论 : 
设 NN 是 最 大 的 (自然 ) 数 , 则 N? > N, 从 而 由 于 入 是 最 大 的 , 又 


有 N>N?. 
一 停 论 告诉 我 


这 样 W2 = N,N=1. 
， 如 果 我 们 错误 地 假设 了 最 大 的 自然 数 的 存在 


本 人 得 到 误 的 结论 . 类似 地 ， 如 果 我 们 在 例 2.4 中 假设 最 优 对 
()) 存在 , 我 们 一 定 可 以 得 到 y(-) = 0, 进而 z(:)= 0，ae. .而 事 


u(-) 三 0 相对 应 的 J(u(-)) = 0, 与 真正 的 下 确 界 一 1 相差 其 


远 . 在 许多 实际 问题 的 处 理 中 我 们 其 实 并 不 特别 关心 最 优 控 制 本 身 的 
计算 . 我 们 往往 只 需要 求 出 一 个 近似 的 最 优 控制 . 但 是 求 (近似 ) 最 优 控 
制 的 过 程 经 常 是 以 最 优 控 制 所 满足 的 必要 条 件 为 基础 的 上 面 的 例子 表 
明 如 果 没 有 存在 性 结果 而 直接 利用 必要 条 件 ,可 能 结果 会 与 预期 的 大 相 
径 庭 . 这 正 是 存在 性 理论 在 实际 应 用 中 的 重要 性 . 另 一 方面 ,存在 性 理 
论 对 于 学 科 本 身 的 发 展 所 具有 的 理论 意义 自然 也 是 无 庸 置疑 的 . 


2. L. W. Neustadt 在 其 1961 年 的 文章 [34] 中 考虑 了 如 下 系统 : 


{ y(t) = AC)Y(E) + b(t a(t)), te [to,T), 
y(to) = vyo, 


注 记 


和 性 能 指标 : 
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reO -ee {(a t)) + bo(t, u(t))} dt 


其 中 ,4() : [上 可 一 R?X7 以 及 ao() : 上 可 一 R” 是 可 积 的 ; U 
是 R™ 中 的 一 个 有 界 闭 集 ; 对 于 任何 t € [0,7T], b(t 全 :RE 一 Rn 以 


及 b(t,:) : R™ 一 
bo(-,w) : [to,T] 一 


R cd 对 任何 we U, 5b(,w) 加 一 R7 以 及 
R 可 积 ; 而 且 对 任何 有 界 集 K C R*, 存在 可 积 


XA) : [to,7] 一 R 使 得 


[b(t | + 0 (t, 0)| < p06); 


yo,;y1 为 R* 中 国定 的 两 个 点 ; 可 行 控制 集 为 : 
Waa = {ul) : [to, T= TU jl) 可 测 , }. 


最 优 控 制 问 题 是 


则 


关于 了 是 线性 的 . 


寻找 了 如.) € Wa 使 得 y(T;@()) = 1， 


TAN) = in 0)). 
Wh ad 
y(T;u(:))=y1 


0 (at) Ys 
站 二 ‘ A(t) ) 和 (1) 


y(to) = Yo, 


最 优 控制 问题 就 化 为 ( 初 值 条 件 y(t0) = yo) 寻找 


云 (.) E Waa 使 得 y(T;@(:)) = i， 
YTHR)= inf 23v()) 


u(:)EWUVa 
y(Tju())=y1 


~ eh 
能 达 集 . 它 是 R+1 中 的 有 界 凸 闭 集 . 而 前 述 最 


inf{yrly € LN RT) 
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其 中 工 为 R"+l 中 的 直线 


= 
于 是 ， 如 果 有 控制 v(.) 满足 y(T;w(-)) = 1, 最 优 控制 问题 有 解 . 易 见 ， 
在 Neustadt oe Cesari 条 件 不 必 满 足 . 事实 上 ,这 一 结果 是 
在 没有 山 性 条 件 的 情况 下 关于 最 优 控 制 存在 性 最 早 的 正面 结果 (在 时 间 
上 ， 它 早 于 Cesari 条 件 形成 的 时 间 ). 
3. 尽管 Cesari 条 件 是 一 个 凸 性 条 件 的 自然 推广 . 但 是 它 还 是 漏 挥 一 些 最 
优 控制 显然 存在 的 情形 ， 比 如 当 性 能 指标 具有 形式 


由 f°(t, u(t))dt 


此 时 , 利用 Filippov 引 理 , 相应 的 无 约束 最 优 控制 问题 的 存在 性 便 变 成 
为 一 个 函数 的 极 值 问 题 , 只 要 f° 关于 w 有 连续 性 , U 本身 是 有 界 闭 集 ， 
日 积分 有 下 界 ， 则 最 优 控制 总 是 存在 . 但 此 时 Cesari 条 件 未 必 成 立 : 
4. 在 形式 上 ， 0 2.5 并 不 是 引 理 3.2 的 特殊 情形 , 但 是 我 们 不 难 ! 
引 理 3.2 证 明 以 下 结 
设 U 本 放量 站 Q@:[0,7T] 一 20 是 取 值 为 紧 集 的 上 半 连 续 的 集 
值 函 数 . g:[0,T] xU 一 Rm 关于 te |[0,7T] 可 测 , 关于 ver 连续 . 


0 € g(t, Q(t)); aue.t E [0, 卫 |， 
则 存在 wu(-) e [0, 7], 使 得 

g(t, u(t)) = 0, a t € [0, T], 

u(t) € Q(t), a.e. RALO, Tl]. 


为 此 , 我 们 只 需 将 引 理 中 的 g 用 |g(t, 世 十 1dw,800))| 代 将 , 进一步, 还 
可 以 利用 引 理 3.2 的 证 明 将 结果 推广 为 8(-) 为 可 测 、U 为 可 分 完备 度 
量 空间 的 情形 . 
5. 在 缺乏 同性 条 件 时 , 讨论 最 优 控 制 存在 性 的 一 个 重要 工具 是 松弛 控制 理 
论 . 松弛 控制 是 以 概率 测度 为 值 的 函数 类 . 较 之 于 通常 的 控制 犹如 广义 
函数 较 之 于 通常 的 函数 . 利用 松弛 控制 证 明 最 优 控制 的 存在 性 的 基本 思 
路 是 先 在 松弛 控制 类 中 讨论 最 优 松弛 控制 问题 , 得 到 最 优 松 弛 控制 的 存 
在 性 . 然后 通过 说 明 所 得 的 最 优 松弛 控制 为 一 个 通 党 的 控制 , 或 可 以 改 
造 为 一 个 通常 的 控制 来 说 明 原 问题 最 优 控 制 的 存在 性 . 松弛 控制 的 前 身 
是 Young 在 三 十 世纪 三 十 年 代 引 入 的 广义 曲线 . Gamrelidze、McShane 
和 Warga 对 松弛 控制 理论 的 确立 和 发 展 起 了 重要 的 作用 . 对 此 有 兴趣 
的 读者 可 以 参看 Gamrelidze [23, 24]、McShane [35~39]、Warga [45~50] 
和 Young [53~56] . 为 了 处 理 探 制 区 域 非 凸 的 情形 ，Fattorini 在 1991 年 
引进 了 由 有 限 可 加 (概率 ) 测度 定义 的 松弛 控制 概念 (参见 [20, 21]). 


旺 


习题 


习题 


1. 证 明 命题 1.2. 

.在 命题 1.4(iii) 中 , 4 为 可 列 集 时 结论 如 何 ? 

.构造 一 个 例子 说 明 可 列 个 下 半 连 续 函 数 的 下 确 界 未 ， 

. 0 使 得 Cesari 条 4 

5 试 对 其 它 形式 的 最 优 控制 问题 讨论 最 优 对 的 
态 约束 不 同 于 (2.2) 的 情形 或 性 能 指标 不 是 


心 WW DL 
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81. 引言 


本 章 的 目的 是 建立 刻画 最 优 控制 的 Pontryagin 最 大 值 原理 
这 是 关于 最 优 对 的 一 个 一 阶 必 要 条 件 . 首先 我 们 给 出 问题 的 描述 
和 一 些 常 规 的 假设 . 考虑 如 下 控制 系统 : 


| y(t) = f(t, y(t), ult)), ae. te [0,T), re 


y(0) = yo， 
以 及 性 能 指标 


Jtu(JJ= / "os 


中 控制 v(:) 取 值 于 集合 UV. 我 们 作 如 下 假设 : 


(CUCR™,T>0. 


y 
A 


(C2) 映射 1: 10,TJIxR"xU 一 R" 和 f°:[10,TJxR"xU 一 R 
是 可 测 的 , 且 存 在 常数 工 > 0 和 和 连续 模 ! w : [0, 十 oo0) 一 [0, +co), 使 
得 对 p(t,y,u) = f(t, yu), f(t,y,u) 成 并 着 


vt € [QW gc U, (1.2) 
I¢(t,0,wW| < 5, V(t,u) € [0,T]xU. 
1 我 们 称 w : [0, 十 co) 一 [0, 十 00) 为 一 个 连续 模 , 是 指 它 在 [0, 十 co) 上 连续 , 严格 
单 增 ， 且 在 零点 为 零 . 
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(C3) 映射 Ja 关于 了 是 C1 的 , 且 存 在 连续 模 w: of SO) 二 
[0， 十 co)， 使 得 对 plt, 2 u) fl, 2 2)， (6 2 u) 成 立 着 


[py (ty 0) — pylt, DD)| < wy Oo + od), 
vtel0,T7l,y,9 ee R";u deU. 


记 多 [0 可 = {u() : [0,T] 一 Du() 可 测 } 则 对 任何 二) < 
VY[0, 了 ,由 假设 (C1) 一 (C2) 及 第 二 章 定理 5.1, 方程 (1.1) 有 惟一 
解 y(-) 三 y(;w()). 对 于 有 以 及 = (所, 玉 ,…, 了 "), 我 们 引入 记 


af9 
OV1 
sf ^| 咏 
0 A Y2 
SS “= ) | 总 
f= 名人 | (1.3) 
8 
Oyn 
Lb 
2 of 9 of” 
Do Oy1 OVY1 
af” af° oye 
所 = of 人 Oy2 Ovy2 OV (1 4) 
站 : | 
a of .Wor 
Oyn Oyn On 


本 章 , 我 们 将 建立 控制 问题 最 优 对 所 满足 的 条 件 一 最 大 值 原 
理 . 对 最 大 值 原 理 的 研究 是 最 优 控制 理论 的 一 个 重要 内 容 : 在 第 二 
节 中 , 我 们 将 讨论 状态 无 约束 (但 初始 条 件 给 定 ) 且 UV = R7 的 情 
形 . 这 是 最 容易 处 理 的 情形 . 对 这 一 情形 的 讨论 可 以 看 成 是 经 典 变 
分 思想 的 直接 运用 然后 , 我 们 将 对 控制 区 域 更 为 一 般 的 情形 进行 
讨论 , 这 时 , 我 们 将 引入 针 状 变 分 这 一 重要 方法 . 在 本 章 的 第 三 节 
我 们 还 将 考虑 状态 具有 终端 约束 的 情形 . 该 节 的 主要 思想 则 是 利 
用 Ekeland 变 分 原理 将 有 约束 问题 化 为 无 约束 的 近似 问题 . 


2(1.3) 可 以 看 作 是 (1.4) 一 个 特例 . 
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§2. 终端 无 约束 的 控制 问题 


在 这 一 节 中 , 我们 考虑 以 下 问题 : 
问题 (C). 寻 找 最 优 控 制 (.) € [0,7T] 使 得 如 (-) 在 [0,T 
上 最 小 化 性 能 指标 7(-), 即 


J7(z()) = 7(u()). 


inf 
u(JE2 [0,T] 
在 上 面 叙 述 的 最 优 控制 问题 中 , 初始 状态 是 固定 的 ,状态 在 其 他 时 
刻 没有 约束 , 这 是 比较 容易 处 理 的 一 类 问题 . 我 们 首先 给 出 以 下 结 
时 : 


定理 2.1. 设 U = R"m, f,f 关于 yy 和 w 有 连续 的 一 阶 偏 
导 ， ,fu,19,f9 一 致 有 界 . 若 (V(.),(-)) 是 问题 (C) 的 一 个 最 优 
对 ， 则 存在 w(-) : [0, 一 R" 满足 


| =—fy(t, y(t), ut) V(t) + fy(t, 7(t), a(t)), oF 
VD) = 0， 
使 得 

falt, y(t), at)) Vt) — folt, y(t), a(t)) =0 (2.2) 


在 [0,T] 上 几乎 处 处 成 立 . 


证 明 . 任 取 v(J E Zese(0, BR7) C [0,T], 则 对 任何 a € 下， 
ua 人 会 避 :) 十 au() e 多 [0 如 从 而 J(u*()) 在 a = 0 取 到 最 小 
值 . 从 而 如 果 


CT 


存在 的 话 , 它 就 等 于 0. 定理 的 证 明 过 程 就 是 于 一 个 计算 J(ua(D)) 
在 a=0 点 的 导数 的 过 程 . 考虑 @ >0, 记 ye() =y3ve()), 我 们 
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有 
0< 工 (yeO)- Ja()) 
-ee ELD 
0 (CC 
一 人 村 [CO — 9),u + Oau), eh 
+(fO(t, 9 + Oy° . D, + ba), uy) dg} dt. (2.3) 
另 一 方面 , 车 记 et 1 ot 
则 
Ya(0) =0, 
且 
加 
dt 


1 
二 J fult,y + Oy — DD,u+ Oau) "do Y™ 
和 1 
+/ fult,y + Oy — ,Loau) wv do. 
0 
由 于 所 ,有 一 致 有 界 , 因而 有 常数 M > 0, 使 得 
t 过 
YY M | IlY°*(7)| ar 十 M 7)| 瑟 
ye(D| < hi (7)| dr+ no 


所 以 由 Gronwall 不 等 式 , Ya(.) 在 [0,7T] 上 一 致 有 界 . 这 样 ，Vte 
[0, 了 7, 我 们 有 
Jin ye) = lim (9 + oY®(W)) = 7t). 


于 是 , 利用 第 一 章 定 理 5.3 我 们 有 


上 一 并 Ole 全 0， 
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dh ~ 1 (2.4) 


现在 , 设 yw(-) 由 (2.1) 定义 , 利用 (2.4) 及 丹 , 及 的 连续 性 , 在 (2.3) 
中 令 a 一 0+ 可 得 


县 
0 < / [CF9C, C6), a0)), YC) + (FO Ct, DA), a)), ae) f 


J 
fa), 20) = Fults (0), 20) BO, ul) dt (2.5) 


上 面 第 一 个 等 式 由 (28) 得 到 , 第 二 个 等 式 由 (2.1) 得 到 ,在 推导 
第 三 个 等 式 的 时 候 用 了 分 部 积分 法 ， 而 第 四 个 等 式 则 利用 了 Y(.) 
所 满足 的 方程 (2.4). 最 后 , 由 (2.5) 以 及 2( 术 的 任意 性 即 得 (2.2). 


在 控制 问题 中 , 一 般 说 来 , UV 表示 的 古 控 制 能 力 的 大 小 , 因而 
通常 7 不 是 全 空间 , 如 果 U 是 开 集 , 则 稍 作 技 术 处 理 , 我 们 仍然 
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可 以 利用 上 面 的 方法 来 推导 最 优 对 所 满足 的 必要 条 件 . 进一步 , 如 
果 UV 是 凸 集 , 则 对 于 v(J) < 多 07 a € (0,1) 我 们 有 


从 而 


利用 这 一 关系 式 同 样 可 以 用 前 面 的 方法 得 十 果 . 但 是 如 
果 了 仅仅 是 RW 中 一 个 一 般 的 集合 , 那么 一 艇 说 来 , 二 Qu(-) 或 
a(:) + oa(u(:) — a()) 就 不 一 定 仍然 在 Y10,T] 中 . 在 这 种 情况 下 
我 们 就 需要 所 谓 的 针 状 变 分 . 下 面 , 我 们 将 定理 2.1 的 结果 推广 到 
控制 区 域 更 为 一 般 的 情形 . 


定理 2.2. 设 (C1) 一 (C3) 成 立 , (J(:),(-)) 是 问题 (C0) 的 一 个 
最 优 对 ， 则 存在 光 (-) : [0, TI 一 R” 满足 


| ~ =—f(t, g(t), a(t) WE) + fy (Bot), a(t)), 本 


以 及 如 下 的 最 大 值 条 件 : 


(P(t), ETD))) — f°(t, v(t), z(t)) 
= mag{(V(t), Ft V0), )) — f(t 00), )} (2.7) 


在 [0,T] 上 几乎 处 处 成 立 . 
如 果 记 


H(t,y, vy) S (wv, Fé, y, vot, y, u), (2.8) 
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则 最 优 轨 线 满足 的 方程 可 写成 
dy OH 


本 画册 ,5(t), a(t), V(t)), (2.9) 
此 时 , 方程 (2.6) 可 以 写成 

d OH, 一 

本 二 y(t)), (2.10) 


而 最 大 值 条 件 (2.7) 则 成 为 


H(t, y(t), L(t), w(t)) 一 max H(t, y(t), V, p(t)). (2.11) 


通常 , 将 形 为 (2.9) 一 (2.10) 的 一 组 方程 称 为 Hamilton 系统 ; 
五 称 为 Hamilton 函数 , 方程 (2.6) 称 为 方程 (1.1) 的 伴随 方程 . 
定理 2.2 的 证 明 . 任 取 v() & 以 [0,71, 我 们 考 上 处 
SS ,9(), 4()) — f°(,o a 
fC,9(), 4)) — fF(, 9(), a()) 


由 第 二 章 定理 2.9， 它 是 可 测 的 ， 由 第 三 章 习题 183 ， 对 任何 se 
(0,1), 存在 B.C [0, 了 T] 满足 


[Ee| = eT, 
以 及 
ef (0 mh AN / 
0 A oe (7)) f( ， (7 , (7)) 
ul(T (7, 9(7), 2(7) 


pa) 
| (2.12) 
rel(t) 
3 这 里 我 们 指出 , 证 明 最 大 值 原理 不 需要 用 深刻 的 Liap6unoff 定理 ,而 只 需要 用 
到 Liapounoff 定理 的 近似 结果 (参见 第 二 章 习 题 15). 
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其 中 | 如 | 表示 集合 五 的 Lebesgue 测度 ， 


IO 二 re(O Se. 


仿 


u(t), te Eb., 
则 ws() € [0,T]. 我 们 常 称 ve() 是 去) 的 二 个 针 状 变 分 、 记 
52() = y(; ue()), 则 
J ()) — JL)) 


二 | 的; “te [oT NB, 


0 < 


居 
一 =/ {7° y (0), we (0)) — FO Ct), EO))| 二 


(2.13) 


则 类 似 于 (2.13), 我 们 有 
S 二 
ro) -Ab 1 OY Ye} at 
S 最 人 本 5 re 人 
+ 区 f(t,y, ) +t/ 
vel (2.14) 


i 
和 
SF 
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由 上 和 式 及 (1.2), 可 得 
Is 人 的 | < B| IY*(7)| dr +2LT(y()Nor0d + 1)+ Te. 
于 是 由 Gronwall 不 等 式 ， 
|Y*()leron < 27 Now 十 1) 十 了 | e 
即 Ys(.) 在 Cf0, 中 一 致 有 界 . 特别 ， 
y() = 7), 于 Co 如: 
于 是 , 利用 第 二 章 定 理 5.3 我 们 有 


| 人 一 工人 crom = 0, 


其 中 
3 


= f(D YY + ft) — ft, 0), 
Y(0)=0. 
设 %() 由 (2.6) 定义 ， 则 类 似 于 (2.5) 可 得 


和 


二 
| [a roi), BO a, 9), ue) 
Vv ul:) € YI0,T]. (2.15) 
式 (2.15) 称 为 积分 型 的 最 大 值 条 件 * 下 而 我 们 要 利用 它 来 推导 最 
大 值 条 件 (2.7) 和 由己 加 是 可 分 的 , 我 们 可 以 取 到 上 的 一 个 可 列 的 
秽 密 子 集 ff 记 


Qo = {s€ (0,7T)|s 是 H(,V(),(),W()) 的 Lebesgue 点 }， 


a >0, 
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Qi = {s E (0, 7) 5 是 H(,9(),v;, wb()) 的 Lebesgue 点 睛 了 2 下 
则 由 Lebesgue 可 积 函 数 的 性 质 可 知 


1@i 三 也 V3 = 02. 


令 8 = 站 @;, 则 仍然 有 


j=0 
IQ|=7. 
对 任何 te 8, 任 取 he (0,min(t,T 一 区 ), 并 取 


则 由 (2.15) 得 


t+h 

/ [Fearehaeh wo) EET | se 

两 边 同 除 以 2h, 并 令 hh 一 0+, 由 Lebesgue 点 的 定义 可 得 
H(t, (0), 20), D0)) — HE, 9(0), 0 (0) > 0. 


由 {v9;}P21 的 秽 密 性 以 及 五 (t,y,…w) 的 连续 性 知 上 式 对 任何 ve U 
成 立 ， 即 


H(t, v(t), (0), wD)) > H(t, TO), v, vO)), vveU,teQ. 


这 就 证 明了 (2.7): 


我 们 看 到 , 定理 2.1 是 定理 2.2 的 一 个 特例 , 利用 最 大 值 条 件 
(2.7), 当 f° 关于 wv 可 导 时 ,立即 可 得 (2.2). 因而 针 状 变 分 不 仅 使 
我 们 回避 了 控制 区 域 没 有 线性 结构 的 困难 寺 也 让 我 们 放松 了 对 函 
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数 f, 了 光滑 性 的 要 求 . 我 们 注意 到 , 上 面 讨论 的 是 Lagrange 问题 
而 第 一 章 82 的 结果 告诉 我 们 , 在 一 定 条 件 下 , Bolza 问题 、Lagrange 
问题 和 Mayer 问题 是 等 价 的 . 因此 , 对 于 Bolza 问题 和 Mayer 问 
题 应 该 有 相应 的 最 大 值 原理 . 我 们 将 它们 的 严格 叙述 和 证 明 留 给 
读者 作为 练习 . 


83. 具有 终端 约束 的 控制 问题 


本 市 中 ,我 们 将 考虑 终端 有 约束 的 最 优 控 制 问 题 , 回顾 第 三 
章 所 考虑 的 时 间 最 优 控制 问题 中 ， 我 们 要 求 在 终止 时 刻 了 ,状态 
y(T) 落 在 某 一 个 给 定 的 目标 集合 中 . 更 一 般 地 ， 我 们 还 考虑 了 初 
始 状 态 可 以 在 一 个 集合 中 变化 的 情形 . 本 节 中 , 为 简明 起 见 , 我 们 
仅仅 考虑 初始 状态 和 终端 状态 均 为 国定 的 情形 . 我 们 假设 所 考虑 
的 控制 问题 具有 如 下 约束 条 件 : 


y(7) 二 Y1: 
记 
Yal0, T= {ul) € YL{0, Ty(T;u()) = 1}. 
为 允许 控制 集 . 设 状 态 方程 、 性 能 指标 仍 由 第 一 节 给 出 ,本 节 考虑 
的 最 优 控制 问题 为 
问题 (C). 寻找 最 优 控制 站 € Wal0,T] 使 得 (在 Wal0, 
上 最 小 化 性 能 指标 7(-), 即 


(a()) 7(u()). 


= inf 
u(-)EWUaal0,T] 


我 们 有 如 下 的 最 大 值 原理 
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定理 3.1. 设 (C1) 一 (C3) 成 立 ，(y(:),(:)) 是 问题 (C) 的 一 个 
最 优 对 ， 则 存在 wo <0 和 W() : [0,T 一 R" 满足 


Wi + Iw) >0, vt € [0,T), (3.1) 
dy a _,、_, A 
J —Vofy (t, y(t), a(t)) — fylt, y(t), a(t)) Y(t), 
以 及 如 下 的 最 大 值 条 件 : 


Dof (tg(0), (0)) + (BCE), FUTE), a(t))) 
= max{bof’(t, 0), 0) + (VO, FE TO OY A (3.2) 


在 [0,T] 上 几乎 处 处 成 立 . 


回顾 处 理 多 元 函数 的 条 件 极 值 问 题 时 , 推导 极 值 点 的 必要 条 
件 的 一 个 方法 是 利用 隐 函 数 将 问题 化 为 无 条 件 极 值 问 题 . 对 于 控 
制 问题 , 这 一 方法 是 困难 的 . 我 们 也 可 以 在 性 能 指标 中 加 一 项 指标 
函数 ( 见 1.4) 将 有 约束 问题 化 为 无 约束 问题 . 然而 , 由 于 新 的 性 能 
指标 缺乏 一 定 的 连续 性 ， 这 使 问题 同样 地 难以 处 理 4. 条 件 极 值 的 
另 一 种 处 理 方法 是 利用 罚 函 数 法 将 条 件 极 值 问题 化 为 近似 的 无 条 
件 极 值 问题 . 处 理 状态 有 约束 的 最 优 控制 问题 的 一 个 方法 与 此 类 
似 . 其 主要 思想 是 利用 变 分 原理 将 有 约束 问题 化 为 一 系列 近似 的 
无 约束 最 优 控制 问题 ， 


首先 , 我 们 介绍 以 下 的 艾 克 兰 (Ekeland) 变 分 原理 5, 有 关 度 
量 (距离 ) 空间 的 知识 ， 可 以 参看 泛 函 分 析 的 有 关 教材 . 


4 现在 , 利用 非 光滑 分 析 使 得 人 们 有 可 能 利用 改变 指标 函数 来 处 理 有 约束 问题 . 

5 在 欧 氏 空间 中 , 天体 业 ,，Ekeland 变 分 原理 可 以 有 这 样 的 几何 意义 : 一 个 下 方 有 界 
的 函数 ， 如 果 最 小 值 点 存在 ， 则 过 最 小 值 点 的 一 个 水 平 的 超 平面 支撑 函数 的 图 象 ; 但 
是 , 对 于 一 般 的 情形 , 最 小 值 点 不 一 定 存在 ， 此 时 由 Ekeland 变 分 原理 , 我 们 可 以 找 
到 一 个 近似 的 最 小 值 点 , 与 给 定 的 某 个 近似 最 小 值 点 的 距离 不 大 远 ， 日 过 这 一 点 有 一 
个 以 该 点 为 项 点 的 相当 平坦 的 锥 面 支撑 函数 的 图 象 . 
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引 理 3.2. 设 (V,q) 是 完备 度量 空间 , 下 :VV 一 (一 00, 十 oo| 是 
下 方 有 界 下 半 连 续 函 数 ,下 着 oo. 设 有 Es>0 及 ve 人 满足 

F(vo) < int, F(v)+e, 

则 对 任何 入 > 0, 存在 v、 EV 使 得 

(i) F(va) < PF(vo); 

(ii) d(va, vo) <A; 

(ii) 对 任何 w E T， 

F(oa) < Flw) + sd(w,w), 

即 函 数 F() +d(,v4) 在 以 点 取 到 最 小 什 

证 明 . 记 

So = {w EVIF(w)+ Fw 00) < Flvo)) 


如 果 S50 = 内 则 取 wv、 = vo 即 得 引 理 . 否则 ; 


0< Xu vo) <F(vo)— Fw), VY we So. 


从 而 
OSI inf Fo)， 


于 是 由 下 确 界 的 定义 知 存在 vi E So 满足 


而 由 we So0; 我 们 有 


F(v1) + (wis vo) Ron 
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于 是 对 于 任何 w gf 50, 总 有 


F(w) 十 dlw, v1) 
E E 
将 F(vo) - 入 d(w, vo) SE Xdw, ul) 
> F(vo) -3d (v1, v0) 
> F(v1). 
这 样 ， 
i 三 {w EVIF(w)+ Fdluw, v1) 之 F(v1)} 


到 fu E So|F(w) + Fdlw,t) < Flv)} EE 


如 果 51 为 空 集 ， 则 取 v、 = vi 即 得 引 理 . 否则 ， 类 似 地 可 以 取 到 
v2 € 5S1 满足 


以 及 
(v2) 十 dw, 0) < A(vi). 
一 般 地 , 或 者 我 们 经 过 有 限 步 找到 了 使 引 理 成 立 的 va, 或 者 可 以 


Dn = {w € VIF(w) 区 do vn) < F(vn)} 和 Dn=1, 


0< Flvnn) — At FRE (Po) inf Fl(w)), (3.3) 
以 及 
到 lo， 1) + dn vn) < Flvn). (3.4) 
由 (3.3)， 


i di | 
F(vnt1) le F(w) < F(vn) Ot F(w) 
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从 而 

下 (un+H1) < Fvn). 
即 (wun) 单调 下 降 . 由 于 五 在 V 上 下 方 有 界 ， 因而 Fv) 收敛. 
另 一 方面 ， 由 (3.4), 对 任何 mm > m， 


Fd(wm vn) 
< Fldwm vm 1) + + don on) 


< Flvn)— Flvm). (3.5) 
从 而 {vw} 是 站 中 的 一 个 Cauchy 序列 . 由 区 的 完备 性 ， 
Rh 
存在 . 下 面 我 们 证 明 这 个 v、 满足 (0) 一 (ii). 


首先 , 在 (3.5) 中 取 交 = 0 得 


xdom， vo) < F(vo) — Flvm). 
令 mm 一 00 得 


Lawasv0) < Flvo) — Fo < Flvo) = linffF (0) < e. 


入 
由 此 即 得 (i) 一 (说. 下面 我 们 来 证 明 ( 首 ). 若 
we 让 5 
$= 


则 由 5 的 单调 性 知 存在 m > 1 使 得 


Ww F¢ Hn, We 


于 是 由 5 的 定义 得 


下 (w) 十 dlw, wn) > Yn>m. 
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在 上 式 中 令 mn 一 co, 并 利用 五 的 下 半 连 续 性 ,我们 有 


Fw) 十 dt va) > FoA)， 


即 对 于 w 4 站 5%， (省 ) 成 立 . 
三 1 


= 


2F (vn41) < Flvn)+ inf F(v) < FP(vn)t F(w). 
令 n 一 co, 并 注意 到 Fn) 收敛 以 及 五 的 下 半 连 续 性 得 
FA)< lm F(v) < F(w), 


从 而 对 于 we 门 y 5%，( 阁 ) 也 成 立 . 事实 上 我 们 还 可 以 进一步 证 明 


和 = 


门 54 = {va}. 这 样 , 我 们 就 证 明了 引 理 . 
入 三 并 


现在 , 我 们 利用 艾 克 兰 变 分 原理 来 推导 最 大 值 原理 . 
定理 3.1 的 证 明 . 不 失 一 般 性 ， 设 7(z(-)) = 0. 对 于 任何 


>0, 令 


Ju) = {GD) + + ly(T; 0) — tl}, 


则 


(Ul:)) =e < wu(:)) +e. (3.6) 


oat J 
(je [oT < 人 


Ju) 0, vu)e YI0T, =>0. 
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在 双 [0, 了 TI 上 定义 
au ut = |{t € [0, Tu(t) # v(t)}, (3.7) 


则 容易 证 明 ( 纹 [0, 了 ,qd) 构成 一 个 完备 的 度量 空间 , 该 度量 称 为 艾 
克 兰 度量 . 取 入 = Vs, 由 (3.6) 及 艾 克 兰 变 分 原理 ， 存 在 us(:) < 
多 [0,7] 满足 


dc a()) < Vs, (3.8) 


OCS Jelul)) + Ved(u(), ue()), YU) € YI0,T]. (3.9) 


这 样 we(.) 成 为 元 (CJ 上 Vsd( uc) 在 多 [0,T] 上 的 最 小 信 点 , 我 们 的 
思路 是 采用 类 似 于 定理 2.2 证 明 中 的 方法 来 推导 we(.) 所 满足 的 必 
要 条 件 , 然后 通过 取 极 限 得 到 &(.) 所 满足 的 必要 条 件 . 记 y(.) 全 
y(;w(-)), 并 任 取 w(:) e 人 Y[0,7T]. 对 于 任意 的 pe (0,1), 由 第 二 章 
习题 18, 我 们 有 Bs C [0,7] 使 得 


[Es| = pT, 


) 
) 
| (Pet 四) rv en)) 
ssf oa \ fr, (7), 0200) — fr, (7), 
ore () 
( ra ) Be 
以 及 
oe + GO 


心 


wwe [0, 7]\ Bs, 
u(t), a 
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并 记 ye() 会 y(;ws()), 则 类 似 于 (2.12) 一 (2.14) 可 得 (对 年 冉 定 的 
e>0) 
ys() = y+pY()+olp, 于 cl (3.1) 
Tlus() = Te()) + pr +o(p), (a 
其 中 


dys _ _ a 
= f(t Yu) YE + ft, yu) 2 ft, Ye, us) 
ys(0) =0. 


2 
Y% = 人 We) dt 


本 
+ 人 [Aero) -eye et 
0 


而 由 (3.9)， 
_ Var < VEd(up, 1) 时 Je) — Je(u’) 
p 1 


四 1 [(7(u) Ts 过 一 (Ju) + e)t] 
Je(u5) 十 Je(us) 
lw(D — yl - ly:(T)=— -| 


利用 微分 中 值 定理 ,存在 05 es (0,1) 使 得 


(us) HE) [I ) 十 
p 


一 J (us 
二 2(7( 仿 上 -+o(C7C 2 


lv: (7) — WM v4 
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p 


于 是 利用 (3.10) 一 (3.12), 并 在 (3.13) 中 令 p 一 0+ 得 


= (5(T)+y(T)— 2 


EjeR 这 0 y+ (0 (gy3.14) 


Je(us()) 大 uc) 
记 
0O6 a (J (us(:)) +e)t 
" 大 (us() 
0 a y (LT) 一 21 
.Jue()) 
则 
920 由 ， lool + lp =1. 


于 是 (p5, wr) 有 收敛 子 列 . 不 妨 设 (pi, ) 本 号 收 敛 ， 


攻 
lm (G00 
lim pp” 二 0， 


a0+ 
则 
Po > 0， 15o|2 + [ol? = 
另 一 方面 , 容易 证 明 , 当 = 一 0+ 时 
了 0= 二 
ys() 在 CI0, 下 中 一 致 收敛 于 zy(:)， 
玉 () 在 C[0, 了 中 一 致 收敛 手 祁 ()， 
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记 yo = 一 90， 则 


A 


i ne 30) — f(b HTD), hg.18) 
(7) = 
并 在 (3.14) 中 令 = 一 0+， 我 们 得 到 
< goY° + (B,Y(T) 
i js (OC, Dt), lt)), YO) dt 
0 
TF 
有 EROECEOR OO EC 
0 
二 (三 (7T) 


TT 
P= 二 0 二 本 本 四 
= wf | (t, 9(0), u(t)) — f° (6, v7(), 四 ) dt 
了 
= (S00, fe 00, (0) — Fe, TG) at 


H(t, yu, Yo, D) = Wof (ty, 1) + (Y, f(t, y, u)), 
V(t,y,u, wo, Vv) El0,TIxR* xUxRxR". 
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由 此 , 仿 定理 2.2 的 证 明 可 得 (3.2). 最 后 , 我 们 来 证 明 (3.1). 
如 果 wo 冯 0, 则 (3.1) 成 立 . 反之 , 如 果 wo = 0, 我 们 要 证 
v(t) #0, VE [0,T1. 


由 (3.15)， _ 
PO p90), A) BO) 
由 此 ,如 果 对 菜 个 te [0,7], BD) =0, 则 


w(t) =0. 


Wt+W DN = +g =1 


矛盾 . 这 就 证 明了 (3.1). 


例 3.1 考虑 如 下 变 分 问题 : 
1 
min / 02(z)dz， 
1 1 
s 29(Z)dz = 1/6, ) g(x)dz 三 1 9(Zz) >0. 
0 0 


解 : 引入 方程 (函数 g(:) 即 为 控制 函数 u(-)) 


CC 


y(0) = ; 


以 及 指标 
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则 问题 就 化 为 在 约束 条 件 


Y = {u() € L2[0, lal) > 0} 


中 最 小 化 泛 函 J(.). 这 是 一 个 典型 的 最 优 控制 问题 . 不 难 证 明 这 个 
问题 的 解 是 存在 惟一 的 . 现 设 (7(),E()) 为 最 优 对 , 则 由 定理 9.1， 
并 参见 注 记 6 有 wo < 0 和 人 ) 满足 


Wi + vr) >0, vz € |0,1], 
dy 
ge 
以 及 如 下 的 最 大 值 条 件 : 
Uv) + (0) (各 光 
u(Z) 


人 a.e. zfE [0,1]. 


> 以 
即 存在 不 全 为 零 的 常数 a < 0, b,c E R, 使 得 
aa2(z) + bri(z) + ca(z) = max(au Gg, + cu), 
a.e. x € [0,1]. (3.16) 
接 下 来 的 事情 , 一 般 滥 有 统一 的 笔算 方法 ， 解 的 具体 表达 式 往往 也 
是 解 不 出 来 的 . 但 本 例 恰 好 可 以 求 出 解 的 表达 式 ， 具体 地 , 我 们 需 
要 对 a,b,c 的 取 值 情况 进行 讨论 . 


首先 可 以 断定 a 不 会 是 0, 否则 , 注意 到 必要 条 件 告诉 我 们 
(3.16) 式 中 的 最 大 值 是 几乎 处 处 存在 的 ， 因 而 应 该 有 


br++c<d0, a.e. x E [0,1]. 
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进一步 , 由 于 a,b,c 不 全 为 零 (从 而 b,c 不 全 为 零 ), 又 可 以 得 到 


br+c<0, a.e. x € [0,1]. 


从 而 


u(x) = 0, a.e. x € [0,1]. 


由 于 了 去 (.) 三 0 不 满足 约束 条 件 , 因此 这 是 不 可 能 的 . 


接 下 来 , 就 有 a < 0, 显然 ， 此 时 不 妨 假设 a 二 -3 我 们 再 对 


b,c 的 情况 进行 讨论 . 不 难 由 (3.16) 得 到 


bx; or 十 c> 0， 
(zx) = 
0， br+c<=d, 
情形 I b+c>0,c>0. 即 
bz+c2>0, v ze [0,1]. 
此 时 由 (3.17)， 
Uz) = b+ 0, a.e. we [0, 1]. 
由 约束 条 件 得 ; 
3 = 
b 十 c _1 
B22 6 
解 得 0 = -4c=3, 与 6 十 c 二 0 矛盾. 
情形 HI 54+c<0c<0. 即 
br+c<o0, vx el[0,1l. 


此 时 由 (3.17 得 


(72) =0, ae. we | |. 


a.e. x € [OM 


(B17) 
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显然 与 约束 条 件 矛盾 . 
情形 ZT: 5+c>0,c<0. 即 bx+c 在 [0,1] 上 先 负 后 正 , 此 时 必 
有 5>0, 且 由 (3.17)， 


0, ze [0,—e/dl, 
(2) 三 "eld a.eMoieo, 1]. 
bz+o, Z €(—c/b,1), 
由 约束 条 件 得 
b c2 c 
= 页 ) +c(1+3) = | 
a 全 了 ( < = 
3 03 2 02 6 
整理 得 
0 
b 02 b 
3c ea 一 
20 203 20 
注意 到 
1 3c C3 
20 2063 
2c 1 c 人 晤 
+ 
> 2c 1/c c3 
本 b bb3 
a 
” 了 ”元 
我 们 就 得 到 矛盾 . 


情形 IV: b+c<0,c>0. 即 bz+e 在 [0,1] 上 先 正 后 负 , 此 时 必 
有 5b<0, 且 由 (9.17)， 
a(s) = | + a.e. x € [0,1]. 
0, rz € (=e/b,1), 
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由 约束 条 件 得 
2 2 
c3 下 cC3 _1 
35b2 20 6 
解 得 
b=—4, c=8, 
以 及 


a.e. XT € [0;1]. (3.18) 


mn) = 8—4rx, xz&€|0,1/2), 
Be z € (1/2,1], 


由 上 面 的 讨论 可 见 ，(3.18) 定义 的 训 (:) 是 惟一 满足 最 大 值 原理 和 
约束 条 件 的 控制 , 因而 它 必然 是 最 优 控制 . 


J 


a oT a i 
最 后 我 们 可 以 算得 该 变 分 问题 的 泛 函 最 小 值 为 5 


注 记 


1. 最 大 值 原理 的 提出 和 建立 主要 归功 于 L. S. Pontryagin (1908 一 1988). 

Pontryagin 是 苏联 一 位 车 名 的 数学 家 ， 在 人 研究 控制 理论 之 前 ， 己 经 在 
拓扑 学 研究 方面 取得 了 重 夫 的 成 就 . 1952 年 , Pontryagin 完全 改变 了 他 
的 研究 方向 , 开始 研究 应 用 数学 问题 , 特别 是 微分 方程 和 控制 理论 . 1956 
年 ， Pontryagin 和 他 的 同事 们 提出 了 最 大 值 原理 . 1958 年 , 他们 首先 公 
布 了 关于 线性 系统 时 间 最 优 控制 的 最 大 值 原理 的 证 明 ; 1960 年 , 完成 了 
一 般 形式 的 最 大 值 原理 的 证 明 . 1961 年 > 与 其 学 生 V. G. Boltyanskii, R. 
V. Gamkrelidze 和 E. F. Mishchenko 合作 出 版 了 《最 佳 过 程 的 数学 理 
论 》[43]( 有 申 译本 ). 与 估 们 通常 所 认为 的 不 同 ,Pontryagin 研究 方向 的 
改变 事实 持 并 不 是 非常 突然 的 . 早 在 二 十 世纪 30 年 代 ， 他 就 与 他 的 好 
友 , 物理 学 家 A. A. Andronov 时 常 讨论 震荡 理论 和 自动 控制 理论 . 并 日 
在 1932 年 与 Andronov 合作 写 了 有 关 动 态 系 统 的 论文 . 
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2. 一 般 认 为 , 最 优 控 制 理论 是 变 分 学 的 发 展 (而 不 属于 变 分 学 ): 但 是 美国 
车 名 控制 理论 专家 Berkovitz 在 1961 年 就 用 以 Young 为 主要 代表 的 芝 
加 哥 学 派 在 二 十 世纪 三 十 年 代 发 展 的 变 分 学 方法 推导 出 了 最 大 值 原 理 ， 
这 一 方法 后 来 又 得 到 Gamkrelidze 的 发 扬 光 大 . 其 基础 本 质 上 就 是 后 来 
所 称 的 “松弛 控制 理论 ”. 在 松弛 控制 理论 的 建立 中 ,芝加哥 学 派 的 代 
表 人 物 之 一 McShane 和 男 一 位 控制 理论 专家 Warga 同样 做 出 了 重要 的 
贡献 . 

3 我国 的 控制 论 研 究 工 作者 对 最 优 探 制 理 论 的 发 展 作出 了 重要 的 贡献 ;. 特 
别 是 自 二 十 世纪 八 十 年 代 以 来 , 以 李 训 经 为 代表 的 复旦 学 派 在 分 布 参数 
系统 的 最 优 控 制 理论 方面 取得 了 国际 公认 的 成 就 . 有 关 工 作 可 参看 李 训 
经 和 雍 燥 人 敏 的 专车 [30]. 

4. 对 于 初始 状态 和 终端 状态 在 某 一 个 凸 闭 集 的 情形 , 我 们 可 以 利用 第 三 节 
的 方法 类 似 地 加 以 推导 最 大 值 原理 . 这 时 候 需要 用 到 凸 函数 (具体 地 ， 
在 这 里 是 点 到 给 定 凸 集 的 距离 函数 ) 的 微分 性 质 . 有 关 凸 函数 在 这 方面 
的 结果 , 我 们 介绍 如 下 : 

设 正 CR” 是 一 个 非 空 凸 闭 集 , 它 的 距离 函数 定义 为 


A 
yEF 


则 da() 是 R* 上 的 凸 函 数 ， 且 满足 Lipschitz 条 件 : 
ldr (x) — dr (WW) 等 lz 一 外 
定义 dr() 的 次 微分 为 
OdF(z)= {Cc ER"|dr(y) — dr(z) > (Cy 7), Vy € R"}, 
则 我 们 有 


人 对 任何 > e R", 9drp(z) 是 非 空 的 有 界 凸 闭 集 ， 且 对 任何 &,y 
ERY”, 


dF(z+pé)— dr (7) 
10 p 


进一步 , 9dr (x) 可 以 表示 为 


Odp(z) = {CE R"|(é,C dz,c), VeéeR"}. 


(oO) SE 


= max{(é,C)|C € ddr (2)}. 


(ii) 对 任何 > 买书 ， 


从 而 , 此 时 adr(z) 一 定 是 单 点 集 . 
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(这 ) 如 果 za 一 x,Ca 一 6 其 中 ca € 6dF (za), 则 


C € Odp(z). 


(iv) 函数 噬 (.) 连续 可 微 . 且 


2 ，、 2dp(z)6， 如 果 zg FP， 其 中 {0} = 8dr(%) 
二 { 0， 如 果 ze 一 . 


， 妆 初始 状态 和 终端 状态 不 是 完全 国定 的 , 而 具 是 限制 在 给 定 的 非 空 凸 闭 


集 品 


P 时, 最 优 对 所 满足 的 最 大 值 原 ] 


垦 可 以 利用 上 面 关于 距离 函数 的 性 质 


仿 定理 3.1 的 证 明 得 到 . 此 时 , 定理 3.1 中 的 结论 仍然 成 立 (事实 上 , 如 
果 只 是 要 得 到 这 些 结论 , 我 们 并 不 需要 重新 推导 ). 而 且 我 们 还 有 关于 最 
优 轨 线 的 初始 状态 和 终端 状态 所 满足 的 横 截 条 件 : 

(V(0),yo — (0)) <0, «vyo eo, 

(VT),yr -gyT)) 20, VyreQr, 


其 中 
大 


F 非 空 凸 闭 集 8o, Bz 分 别 是 初始 状态 和 终端 状态 所 在 的 约束 集 . 


.在 本 章 的 假设 条 件 中 , 含有 f, f° 关于 控制 变量 v 的 某 种 一 致 有 界 性 , 这 


一 假设 并 不 是 本 质 的 . 例如 , 对 于 后 面 的 习题 9, 本章 定理 中 的 结论 仍然 
成 立 . 


2.1 


6 


论 : 


状态 不 完全 轩 


共 弱 方程 和 最 大 值 条 伯 


.定理 3.1 和 定理 2.1 的 结论 , 最 大 的 区 别 点 是 定理 3.1 中 出 现 了 wo. 我 
门 指 出 , 如 果 wo 去 0, 则 不 妨 认为 wo = 一 1. 这 时 , 最 大 值 原理 就 二 定理 


中 的 结论 一 样 . 而 当 我 们 把 定理 3.1 的 结论 推广 到 初始 状态 和 终端 


定 的 情形 后 , 相应 的 结论 ( 见 注 记 5) 就 可 以 推出 定理 2.1. 
在 定理 3.1 的 最 大 值 原理 中 ,条件 (3.1) 是 非常 重要 的 . 失去 这 样 的 条 


最 大 值 原理 也 就 失去 了 意义 . 


为 为 如 果 3 十 Iw(2)l? 三 0, 则 相应 的 


max{wof (y(t), wu) 十 
uEU 


为 常数 . 
对 于 时 间 不 固定 的 最 优 控制 问题 , 可 以 通过 引入 新 的 变量 化 为 时 间 固 定 


的 最 优 控 人 


是 平凡 成 立 的 . 这 一 点 , 是 今后 在 推导 最 大 值 原 
理 时 , 特别 是 在 处 理 无 限 维 最 优 控 制 问题 时 特别 要 注意 的 : 
. 在 定理 3.1 中 , 当 f,#9 与 t+ 无 关 时 


， 则 从 最 大 值 原理 可 以 推导 出 以 下 结 


(p(t), FO), 1))} 


ds ds 


由 间 题 . 例如 , 当初 始 时 刻 to = 0 固定 , 而 终端 时 刻 工 > 0 不 
固定 时 , 可 以 令 t= Ts, 得 到 


dt 四 网 
二 el0, 1]. 
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把 已 工 都 看 作 新 的 状态 变量 , s 视 为 时 间 变 量 , 则 诛 问 题 化 为 时 间 问 定 
的 最 优 控制 问题 . 


习题 


1. 对 于 R” 上 的 向 量 值 函 数 A() = ( 扩 (),…,f™()). 一 般 地 , 定义 (参见 
(1.3)—(1.4))° 


21 97? of 
OzX1 Orz1 Ori 
af” af2 OE 
of J Ozx2 Oz2 Oz2 
fsa 三 二 三 
Oz : 
a 972 af™ 
Oxn Oxzn Orn 
1) 设 Amxn 为 常 值 矩阵 ， 
f(z) = Azx. 
验证 
Sys 
Oz 


2) 设 A(-),g(") 都 是 定义 在 R* 上 取 值 于 RW 中 的 连续 可 微 的 向 量 值 函 
数 . 又 z(-) 是 [to,T] 上 取 值 于 R” 中 的 连续 可 微 的 向 量 值 函数 . 验证 


四 二 


进一步 ， 当 4 为 常 值 和 矩阵 时 


d (4zg】 dz 
dt’ 


FF (el)), fa()) = (Fr(e(0)g(z()) + go(2(O) F(z), TE 


3) 对 于 2) 中 的 f,g， 直接 验证 


). 


(fg) = frg + gzf. 
LT 


5 当 m = 1 时 , 这 里 的 定义 与 函数 梯度 的 定义 一 致 , 但 是 当 n = 工时, 按 这 里 的 定 
义 ， fz 是 一 个 行 向 量 , 与 通常 的 向 量 值 函数 的 导数 定义 不 符 . 这 确实 是 一 个 记号 上 了 予 


盾 的 地 方 , 但 一 般 说 来 , 此 时 fz 究竟 表示 行 向 量 偿 是 列 向 量 可 以 通过 上 下 文 弄 清楚 . 


I 
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设 
2 = A(t)y(t) + f(0), (1) 
y(to) = 0， 
他 B(t)p(t) + g(t) 


验证 : 在 一 定 的 光滑 性 条 件 下 ， 
工人 的)， P(t) = (4 十 BO]e(,2(Gb) + (FE) ,p(t)) 二 (9095 人》 
此 计算 


一 


i 
/ (g(t), y(t)) dt, 
to 
并 选择 B(:) 以 及 适当 的 p(to) 或 p(T), 使 计算 结果 中 不 最 合 y("). 


. 设 A() es L(to,T;R"Xx"), 对 任何 1(-) € ZL?2(to,T; RR”), y(:) EVD)) 


(1) 定义 . 令 


7 
(NE / (g(t), y(t))dt. 
to 


证 明 : F 是 L2(to,T;R") 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 , 从 而 由 Riesz 表示 定 
理 , 存在 惟一 的 h(:) e L2(to, 了 T;R") 使 得 


E 
F(f) = | (h(t), f(t)) dt. 
to 


试 求 出 h() 或 及 (.) 所 满足 的 方程 . 


全 
委 ( 信 三 / (g(t), y(t)) dt + (go, y(T)), 

to 
其 中 go e R”*X" 为 常 值 向 量 , 情况 又 如 何 ? 
详细 推导 (2.5), 并 说 明 每 一 步 成 立 的 理由 . 
说 明 积分 型 的 最 大 值 条 件 (2.15) 与 最 大 值 条 件 (2.7) 的 等 价 性 . 


. 试 利用 Filippov 引 理 ,由 (2.15) 推导 (2.7)， 
. 在 定理 2.1 中 , 假设 U 只 是 一 般 的 凸 集 , 试 利用 证 明定 理 2.1 的 方法 ， 


E 导 该 情形 下 最 优 对 所 满足 的 最 大 值 原理 . 


Z(t) = z(t) + u(t), te [0;4), 
部 (0 三 2 


习 
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1 
12.; 


13. 
14. 
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以 及 性 能 指标 
4 
J(u(:)) = (2u(bzG — u(t) — 222(t)) dt. 
0 


求 使 得 7(u(-)) 达到 最 大 的 v() s L?2(0,4). 
求解 例 3.1 的 一 般 化 问题 : 即 对 于 a e (0,1), 考虑 如 下 变 分 问题 : 


1 
min / g2(z)dz， 
0 


1 1 
| zg(z)dzr = a, ) g(xz)dz = 1, g(x)>0. 
0 0 


证 明 : 由 (3.7) 定义 的 a 使 (%[0,7],q) 成 为 完备 的 度量 空间 . 

E 导 初始 状态 和 终端 状态 在 给 定 凸 集中 时 , 最 优 对 所 满足 的 最 大 值 原理 
与 最 优 初始 状态 、 终 端 状态 所 满足 的 横 截 条 件 . 

举例 说 明 在 定理 3.1 中 , wo = 0 是 可 能 的 . 

分 别 叙 述 并 证 明 Bolza 问题 和 Mayer 问题 的 最 大 值 原理 . 

试 利用 时 间 固 定时 最 优 控制 问题 的 最 大 值 原 理 讨论 时 间 不 固定 时 最 优 
控制 问题 的 最 大 值 原 理 . 


81. 引言 


本 章 要 介绍 的 是 研究 最 优 控制 问题 的 另 一 种 重要 的 方法 三 动 
态 规划 方法 . 这 一 方法 是 Richard Bellman 在 二 十 世纪 50 年 代 初 
研究 控制 问题 时 引入 的 . 首先 ， 我 们 陈述 将 要 讨论 的 最 优 控制 问 

题 . 给 定 yo e R", 考虑 以 下 控制 系统 : 
a.e. t € [0, 7)], GD 


| y= 7 v0 0)), 
y(0) = yo， 
其 中 了 > 0,f:[0,TIxR”?xU 一 R" 为 一 给 定 的 映射 ,y : [0,T 
R" 为 状态 轨 线 , 而 控制 w(.) 取 值 于 控制 集 
VY[0,T] S {u: [0, 7] — Ulu() 可 测 }, (1.2) 
这 里 U 为 度量 空间 . 对 应 于 方程 (1.1 的 性 能 指标 为 
7 
J(u()) = [ f°(t, y(t), ult))dt Ph(y(T)), (1.3) 
E 对 任何 


Pf? 入 均 为 给 定 的 映射 . 在 适当 的 条 件 下 , 可 以 保 订 


口 


u(:) E [10, 了 TI, 状态 方程 (1.1) 有 惟一 的 解 y(-) e C(I0 DR")， 并 
使 得 (1.3) 有 定义 . 此 时 ; 最 优 控 制 问题 可 叙述 如 下 : 
问题 (D). 对 于 系统 (1.1), 在 [0;7] 中 寻找 一 个 元 素 , 使 之 


7(u(')) 之 一 oo; 


最 小 化 (1.3). 
如 果 
inf 
u(:)EZY [0,T7] 
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则 问题 (D) 称 为 有 限 的 . 进一步 ,如果 存 在 怀 ) <s 多 [0, 下 ,使 得 


了 (了 二 7T(u())， (1.4) 


a 
则 称 问题 (D) 是 可 解 的 . 任何 满足 (1.4) 的 z(-) € 多 [0,7] 就 称 为 
最 优 控制 , 相应 地 ，7() 三 y(: ;(-)) 称 为 最 优 轨 线 ， 而 (5(),(-)) 
称 为 最 优 对 . 在 上 面 的 框架 下 ， 初 始 时 间 (t = 0) 以 及 初始 状态 
(y(0) = yo) 是 固定 的 . 而 动态 规划 方法 的 基本 思想 则 是 考虑 一 系 
列 最 优 控制 问题 , 它们 具有 不 同 的 初始 时 间 和 初始 状态 . 日 然 , 这 
一 系列 问题 相互 之 间 是 按照 时 间 的 发 展 而 紧密 地 联系 在 一 起 的 . 这 
一 思想 将 使 我 们 在 处 理 原 问题 (D) 时 , 步 入 一 个 新 的 天 地 . 现在 ， 
我 们 来 详细 叙述 这 一 思想 . 首先 ,我 们 重 夺 问题 (D) 使 之 具有 不 
同 的 初始 时 间 和 初始 状态 (t,xz). 设 (t,x) € [0,7T) x R”, 考虑 定义 
在 时 间 区 域 [t,T] 上 的 以 下 控制 系统 ( 试 与 (1.1) 比较 ): 


| y(s) = f(s,y(s),u(s)), ae. seE lt,T), (1.5) 


y(t) = 72, 


这 里 , 控制 u(.) 取 值 于 如 下 集合 (请 与 外 .2) 比较 ): 


Yl, TS {fu: ,To UV |u() 可 测 }， 


性 能 指标 为 (请 与 (1.3) 比较 )} 
要 
J(u();t, 7) = f° (33y(s), u(s))ds + h(y(T)), (1.6) 


相应 的 最 优 控制 问题 可 叙述 为 : 


问题 (D4;). 对 于 给 定 的 (t,x) € [0,T) x R"， 对 应 于 系统 

(1.5), 在 多 此 列 中 寻找 二 个 元 素 , 使 之 最 小 化 (1.6). 上 面 给 出 了 

以 (t,xz) e [0;7) x R” 为 参数 的 二 簇 最 优 控 制 问 题 , 而 问题 (D) 则 
1 对 于 t= 二 全 ,自然 可 以 定义 J(u();T,2) 三 所 2 
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被 “上 胶 入 ”到 这 一 秘 问 题 之 中 . 事实 上 , 当 t= 0z= 加 时 , 问题 
(Diz) 就 是 问题 (D). 对 问题 (Diz) 的 研究 使 我 们 得 以 看 到 关于 问 
题 (D) 的 一 些 有 趣 的 “动态 ” 性质. 为 了 进一步 的 研究 , 我 们 作 如 
下 假设 : 


(D1) (U, qd) 是 一 个 可 分 度量 空间 , 7 > 0. 


(D2) 映射 f:[0,TIxR"xUoR",f 了 :0TIxR*"xUSR 
以 及 hh :RR" 一 R 均一 致 连续 . 进一步 ,存在 常数 L > 0, 使 得 对 
于 == ff,h, 成 立 着 

[p(t, z, Lu) p(t,y, u)| EE 了 | 六 一 yl, 


vtel0,Tl;z,y ee R";u EU, 
[p(t,0,u | <L, V(t,wu) el0,TIxU. 


以 下 命题 是 我 们 以 后 研究 的 一 个 基础 . 


命题 1.1. 设 (D1) 一 (D2) 成 立 , 则 对 任何 (t,x) E [0,T) x R” 
以 及 u(-) € Ylt,T], (1.5) 有 惟一 的 解 y(;) 三 y(;t,2,u(-)), 而 性 能 
指标 (1.6) 是 有 定义 的 . 进一步 ， 存 在 常数 KK > 0 使 得 


(1.7) 
Vv selt,T], vu() ee Ylt,T), (t,x) € [0,T)x R™S 


以 及 
|y(s;t, x,u(:)) y(s;t, z,u(:))| 


<K{lz -z+(1+|z| Vv |z))lt -=t|}, (1.8) 
vt,tel0,T], zze R”, seltvt,T|, vu() Ee YItAt,T]. 


命题 的 证 明 可 以 用 Gronwall 不 等 式 得 到 . 希望 读者 自己 给 出 
完整 的 证 明 , 由 上 述 命 题 可 见 , 在 条 件 (DD 一 (D2) 下 , 问题 (Dz;) 
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Vv (t,x) € [0,T) x RY, 
(1.9) 


[| 


是 有 意义 的 , 而 且 我 们 可 以 定义 如 下 函数 : 
J(u(); t, 7), 


Vt) = .nf 
u(:)EY[t,T] 
| VI(T ww) = (2), vzeR". 
我 们 称 V(..) 为 问题 (D) 的 值 函 数 . 该 函数 在 问题 (D) 的 讨论 
E 要 的 地 位 . 因此 , 我 们 将 相当 详细 地 研究 V(,:). 下 面 ; 我 


(1.10) 


占有 
们 来 看 两 个 例子 . 
例 1.1. 考虑 及 中 的 系统 : 

| y(s) = u(s), 


具有 控制 区 域 UV = [1,1] 以 及 性 能 指标 


我 们 来 计算 相应 控制 问题 的 值 函数 . 显然 , 对 于 固定 的 (t,x) E 


[0, 了 T] x R, 我 们 有 
T 
J (We +/ ul(s)ds 
这 样 ， 
是 车 (7 —&), 
且 最 优 控制 为 
i(s) = 一 1， a.e. s € lt,T]. 

eT|. 


相应 的 最 优 轨 线 为 
y(s) 一 了 一 4 一切， 
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在 上 面 的 例子 中 ， 值 函数 V(.,.) 是 光滑 的 (事实 上 还 是 解析 
的 ). 在 下 面 的 例子 中 , 我 们 将 看 到 一 般 说 米 , 情况 并 非 如 此 . 


例 1.2. 考虑 系统 (1.10), 控制 区 域 仍 为 U = [1,1]; 但 性 能 
指标 为 
TC);t, x) = |y(T;t, x, u())|. 
此 时 , 我 们 有 
9 光 
V(t, 2) -+h us)ds| 
(z— 工 十 +， >0, 
二 | (Z 十 工 一 力 ， rz<0. 


这 样 , 值 函 数 V(t,x) 是 Lipschitz 连续 的 , 但 在 两 条 直线 x == 土 (T 一 
t) 上 不 是 CT 的 . 而 


Zl(s) = 一 XetHzRD(C 2>0; 
Xi)ATIS) S00. 


是 一 个 最 优 控制 . 自然 ， 我 们 也 可 以 计算 相应 的 最 优 轨 线 J(-). 


人 们 可 能 会 认为 上 述 例子 中 值 函 数 的 非 光滑 性 是 由 于 性 能 指 
标 中 的 非 光滑 项 y 一 lyl 所 引起 的 . 事实 上 , 我 们 今后 将 看 人 到， 其 
至 当 控制 问题 中 涉及 到 的 项 都 是 光滑 的 时 候 ， 值 函数 仍然 可 以 是 
不 光滑 的 . 
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这 一 市 将 研究 由 (1.9) 定义 的 值 函数 的 一 些 基 本 性 质 . 我 们 总 
是 假设 (D1) 一 (D2) 成 立 . 首先 , 我 们 有 : 
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命题 2.1. 设 (D1) 一 (D2) 成 立 , 则 存在 常数 开 > 0, 满足 
[V(t, 2)| < K(1 + |z)), Vv (t,7) € [0,T] x R", (2.1) 


Va) VED < Kflz-al+(+lelv ial I 


(2.2) 
Vv (t,7), (t, 3) € [0,T] x BY: 


证 明 . 由 命题 1.1, 我 们 有 


(J(t,z;u()| < K+ 12)), 
Vv (t,x) € [07T xx 了 Ru € (tT. 


由 此 即 可 得 到 (2.1). 另 一 方面 ， 


K(1+|zlV zl)lt— tl, 


) < 
vtel0,7), z,z ee R", u(:) € Ylt,T), 
< 
El (Me 


这 就 得 到 了 (2.2). 注意 在 (2.2) 的 证 明 中 , 在 点 上 = 了, 我 们 利用 
了 了 的 Lipschitz 连续 性 . 


下 面 ， 我 们 来 介绍 著名 的 Bellman 最 优 性 原理 . 对 于 某 个 
fe (0.7), 我 们 考虑 一 类 在 [o, 蛋 上 取 国定 值 的 控制 控制 类/ 对 于 每 
一 个 这 样 的 控制 a()， 
Jo0) = fv 0 sol), uO) dt + gv, Iu))) 


a fe sake v0.00, do lio at) at 


a 
+ 7) in) dt 


+9(y(T;t, y(t), wlan())). (2.3) 
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注意 上 面 最 后 一 个 等 式 的 右边 , 第 一 项 的 值 与 v(.) 在 [tf, 了 上 的 取 
值 无 关 , 而 后 两 项 的 值 除去 依赖 于 wisn t 以 及 y() 以 外 , 与 ul() 
在 [0, 引 上 的 取 值 无 关 . 显然 ， 在 我 们 所 考虑 的 这 一 类 控制 中 ， 要 
取 适 当 的 控制 使 性 能 指标 最 小 , 则 应 该 在 也 上 选取 w(;) 的 适当 
的 值 ， 使 得 (2.3) 中 后 两 项 达到 最 小 .这 恰好 就 是 问题 (Ds,(sy) 所 
考虑 的 问题 . 进一步 , 按 上 面 的 分 析 , 如 果 (-) 是 问题 (D) 的 一 个 
最 优 控制 , 那么, (-) 在 [上 的 限制 oien() 必然 是 局 部 间 题 
(DizG)) 的 最 优 控制 (这 里 交 :) 是 原 问题 相应 于 最 优 控制 如 () 的 最 
优 轨 线 ). 这 一 论点 可 以 简单 地 表述 为 
总 体 最 优 一 > 局 部 最 优 . 

这 正 是 Bellman 最 优 性 原理 的 精髓 所 在 . 同时 ， 它 也 给 出 了 最 优 
he 要 条 件 . 根据 上 面 的 讨论 , 我 们 可 以 直观 地 看 
出 ， 在 [0, 引 的 取 值 固 定时 ，y(u()) 的 最 小 值 (下 确 界 ) 应 


该 


J f°(t, y(t;0, yo, uo.a()), ultoa (0)) dt + VE, yb)). (2.4) 


这 样 , 在 所 有 的 控制 中 , 要 使 得 7(u(")) 达到 最 小 , 应 该 选取 vw()loa 
使 得 (2.4) 达到 最 小 . 事实 上 , 我 们 的 确 有 这 样 的 结果 : 


定理 2.2. (Bellman 最 优 性 原理 ) 设 (D1) 一 (D2) 成 立 , 则 对 
任何 (t,x) < [0,T) x R" 有 


V8 = Wi 4 {fr (s,y(s;t, x,u(:)), u(s))ds 


+V(, ye ))), DY 
YUE 7. 
证 明 . 如 果 问 题 (Piz) 具有 最 优 控制 则 定理 证 明 的 思想 已 经 


包含 在 定理 叙述 前 的 讨论 当中 这 里 我 们 需要 的 只 是 将 前 面 的 讨 
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论 稍 许 严格 化 以 包含 最 优 控制 可 能 不 存在 的 情形 . 暂 记 (2.5) 的 右 
端 为 V(t,z). 由 值 函数 的 定义 ， 我们 有 
,7) < Tu();t, 7) 
ee s))ds + J(uli nC); tv; tol )), 
vu(:) € Ylt,T). 

先 关 于 wljan()e Y 所 7T] 取 下 确 界 , 然后 再 对 wj,a() < 多 此 用 取 
下 确 界 , 我 们 得 到 

V(t, x) < VG, 2). (2.6) 


Ju 人 (Ji 二 四 Eee s)ds 二 Ju 人 al 二 


|V 
3 
“~ 
2 
人 
< 


s))ds + V(t,y(t;t,z ,ulte,a())) 


> Fu 2). (2.7) 


结合 (2.6) 一 (2.7) 即 得 (2.5). 


关系 式 (2.5) 称 为 动态 规划 方程 .该 方程 给 出 了 问题 类 (Diz=) 
中 不 同 问题 之 间 基 于 值 函数 的 联系 . 然而 这 一 方程 的 一 大 不 足 是 
(2.5) 右 端 的 表达 式 过 于 复杂 以 致 于 难以 处 理 . 因而 我 们 希望 能 够 
更 深入 地 研究 (2.5) 以 得 到 值 函 数 V(t, x) 的 一 个 比较 简单 的 方程 . 
下 而 的 结 采 给 出 了 连续 可 被 的 值 函数 所 满足 的 偏 微 分 方程 . 


题 2.3. 设 (D1) 一 (D2) 成 立 , 且 值 函数 V€ C1([0,T]x RR”), 
=V py 下 的 一 阶 偏 微分 方程 终 值 问题 ; 


一 内 十 Sup H(t, zx,u,—vz) = 0, ( 仿 Z) € [0,7) x R”, 
uEU (2.8) 


,7 = (2), ZE 有， 
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其 中 ， 


H(t, x,u,p) = (p, ft, zu) — f(t, x, ), (2 9) 
Vv (t,x,u,p) € [0,T]xR”xUx RY". | 

我 们 称 (2.8) 为 问题 (D) 的 Hamilton-Jacobi-Bellman ( 简 
称 HJB 方程 ), 而 由 (2.9) 定义 的 函数 五 (t,z,u,p) 称 为 Hamilton 
函数 . 


证 明 . 固定 we U. 令 y(-) 为 相应 于 wu(s) 三 4 的 状态 轨 线 . 利 
用 (2.5) 并 令 二 | 4 我 们 有 
0 > Te J 过/ f°(s,y(s), u)ds 
— V(t,x)— (V(t, x), ft, x,u)) — f(t, x, u), VueEeU. 
由 此 可 得 
0>—V(t,7z) + sup H(t,zx,u,—V(t, 2)). (2.10) 
uE€EU 


另 一 方面 ， 对 任何 = > 0,0<t<t<7, 存 在 wv(:) = ui()€ 
VY[t,7T], 使 得 


V(t,z) +e(f -> f°(s,y(s), us)) day (F, y()). 
于 是 , 注意 到 TY e C1([0,T] x R”), 我 们 有 


VEyD Ver) 1 /i 
eol)d 
= {vss) (VRC), Fs,v(s), uls))) 


一 人 由 
—/ (3y(s), us)) ds 
= of {vys) 


tt 
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+H!(s, y(s), u(s), —V(s, vs)))} ds 


下 让 
SS ， { — Ve(s, y(s)) 
+ sup H(s,Y(s), 1 —Va(s,Y(s))) ds 
uE€EU 
— —V(t,7z)+ sup H(t, x,u, —Vz(t, 2)), 当 # 4 211) 
uE€EU 


上 面 取 极限 时 , 我 们 利用 了 2 = f, 了 所 满足 的 


lim SUD |p(t, 2/， u) pls, 2 | = 0, (2.12) 
tls yeRn ,ueEU 


以 及 对 于 y(") = y(;t, 2, v2()), 


lim sup |y(s)— Zz|=0. 
tlt selt,d] 


这 些 关系 式 可 以 由 假设 (D2) 中 关于 函数 f、f° 的 一 致 连续 性 和 
(1.8) 得 到 . 结合 (2.10) 及 (2.11) 即 得 结论 . 


对 于 例 1.1, 我 们 有 
sup H(t, x,u,p) = sup pu = |pl, 
lul<1 lul<1 


v(t,7,p) € [0,7T)x RxR. 


从 而 相应 的 HJB 为 


(2.13) 


一 必 . 


| -| = 0, 
t 一 月 
容易 验证 V(t 们 三 Z 研 (人 开 一 力 是 方程 (2.13) 的 一 个 经 典 解 . 


下 面 ， 我 们 介绍 如 何 利用 HJB 方程 的 解 来 寻找 最 优 控制 . 假 
设 我 们 已 经 从 HJB 方程 (2.8) 解 得 值 函 数 we C1([0,T] xR"). 进 
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一 步 , 假设 对 (t,x) e [0, TxR", 式 (2.8) 中 的 上 确 界 在 w= (t, 2) 
达到 , 即 
H(t, zx, H(t, 72), —Vi(t, x)) = sup H(t, zx, vu, —Vz(t, 2)), 
uEU (2.14) 
Vv (t,x) € [0,T]x RY”. 
而 且 我 们 假设 对 任何 (t,xz) & [0,7) x R”, 存在 训 ;t,z) 满 是 下 列 
方程 : 


| is) = f(s,9(s), ss), 20. A T) 人 
y(t)=2z 
现在 ,固定 (t,x), 记 9() = V7(;t,7z), 并 令 
u(s) = TU(s,Y(s;t, 7)), vse lt,7)], (2.16) 
则 
SV(s,9(s) 
= Vi(s,9(s)) + (Ve(s, 9(s) f(s, 7(s), 2a(s))) 
= —f"(s,y(s),u(s)), s EV. (2.17) 


对 (2.17) 从 t 到 工 积 分, 我 们 就 得 到 
全 

TbzZ) = 有 (ZJ)) + f°(s,9(s), a(s))ds = TU();t, 2). 
这 表明 (7(),(-)) 是 问题 (Dr) 的 一 组 最 优 对 . 上 面 的 讨论 告 ; 
我 们 , 一 旦 我 们 利用 HJB 方程 得 到 了 值 函 数 ,那么 至 少 在 形式 上 ， 
我 们 就 可 以 构造 间 题 (Dj) 的 一 组 最 优 对 . 特别 , 利用 (2.14), 我 
们 可 以 构造 原始 间 题 (D) 的 一 组 最 优 控制 . 这 种 方法 称 为 验证 方 
法 . 

利用 验证 方法 求解 原始 问题 (D), 大 体 圭 分 为 以 下 儿 个 步 又 : 


2. 动态 规划 方法 和 HJB 方程 187 


步 又 1. 求解 HJB 方程 (2.8) 得 到 值 函数 V(t, zx). 
步骤 2. 通过 (2.14) 寻找 (t,x). 


又 3. 置 (t,x) = (0,yo)， 然后 求解 方程 (2.15) 得 到 最 优 对 


总 的 说 来 , 动态 规划 法 主要 有 以 下 儿 个 要 点 : (1) 引入 问题 类 
(Du) (2) 定义 值 函数 V(t,z); (3) 导出 最 优 性 原理 ; (4) 导出 HJB 
方程 并 利用 上 面 的 步 邓 1 一 3 得 到 最 优 对 . 利用 HJB 方程 ,我 们 
可 以 方便 地 得 到 以 下 结论 


4. 设 (D1) 一 (D2) 成 立 , 且 值 函数 VE€ CY([0,T|xR”). 
:)) 是 问题 (D) 的 一 组 最 优 对 ， 则 : 
6 


H( ,Y(t), a(t), —Vz(t, z(t))) 


0 


证 明 . 易 见 对 任何 te [0,7], (7(-), 如 ())( 限 制 在 ,TI 上 ) 也 是 
问题 (Du ) 的 一 组 最 优 对 , 从 而 
=/ A f°(s,9(5),0(5)) Wo)). 
上 式 右 端 关 于 t 几乎 处 处 可 导 . 于 是 对 上 式 两 端 求 导 得 到 


Vi(t, (6)) + (V(t, (6)), f(t, (0), a(0))) = —f° (6 (0), a(t)), 
a.e. [0, T]. 


比较 上 式 和 (2.8) 即 得 (2.18). 


最 后 , 我 们 再 来 看 一 看 例题 1.1. 此 时 , V(t,z) =z 一 (人 一 已 . 
这 样 由 (2.18), 五 应 该 儿 乎 处 处 满足 


H(t, y(t), (0), —Va(t, y(t))) = max H(t y(t), vu, — Vz(t, y(t))), 


[ul<1 


其 中 zy(-) 是 相应 于 云 ) 的 状态 . 此 即 


—Vi(t, y(t)) u(t) = max | — V(t, y(t))ul, a.e. TT. 


lul<1 
从 而 注意 到 Vs = 1, 我 们 有 
ut) = —1, a.e. {0,T]. 


这 样 我 们 就 求 得 了 最 优 控制 . 


8$3. 粘性 解 


从 上 一 节 可 知 ， 利 用 动态 规划 寻找 最 优 控 制 的 关键 是 确定 值 
函数 V(,-). 如 果 个 Ye Cl1(00,7T] x R?), 且 (ii)HJB 方程 (2.8) 
有 惟一 的 (经 典 ) 解 , 则 VV 由 HJB 方程 (2.8) 刻画 . 然而 遗憾 的 是 
一 般 说 来 , (i) 可 能 都 不 成 立 , 而 HJB 方程 也 不 一 定 总 是 有 经 典 解 . 
如 果 降 低 解 的 要 求 , 比如 说 只 要 求 (2.8) 儿 乎 处 处 成 立 , 则 解 的 惟 
一 性 往往 得 不 到 保证 . 在 例 1.2 中 我 们 已 经 看 到 值 函 数 不 一 定 是 
光滑 的 . 人 们 也 许 会 认为 值 聘 数 的 非 光滑 性 是 由 系统 本 里 所 涉及 
的 函数 的 非 光滑 性 引起 的 . 事实 上 ,下 面 的 例子 表明 , 即使 系统 和 
性 能 指标 所 涉及 的 一 切 函 数 都 是 很 光滑 的 ， 最 优 探 制 问 题 的 值 函 
数 仍 可 以 是 非 光滑 的 . 


例 3.1. 考虑 一 维 控制 系统 : 


| y(s) = ul(s)y(s), a.e: 5 € lt,7), 
VE 7, 


其 中 控制 函数 v(.) 取 值 于 U 三 [1,1], 性 能 指标 定义 为 


7(u()) = y(T). 
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我 们 可 以 容易 地 得 到 
y(s) = le BB vselt,T]. 
从 而 值 函数 由 下 式 给 出 
WA | nm. rz<0, 
retT, xz>0. 


为 见 函 数 了 只 是 Lipschitz 函数 ， 而 不 是 CL([0,7] x RR) 函数 . 在 
点 (t,0) (Vte [0,T)), W(t,z) 有 一 个 跳跃 ， 另 二 方面 ， 要 


sup H(t,x,u,p) = sup {puz) = |pzR 
uEU [ul<1 


从 而 相应 的 HJB 方程 是 


| w+levs|=0, (6x) € [0,T)xR, 


rER. Ls) 


三 :六 
t=T 


人 


3) 


我 们 断言 这 一 方程 没有 C1([0， ITxR 全 为 此 , 假设 WE C1([0, T]|x 
及 ) 是 (3.1) 的 一 个 解 , 则 由 (3.1) 的 第 二 式 , 我 们 有 


Va( Td) vren 
再 由 wz 的 连续 性 , 有 p : R 一 [0,T) 使 得 
vltx)>0, OE {(,2)|p(o) <t<T}. 


进一步 ，p 可 以 取 成 为 偶 函 数 、 且 关于 x > 0 单调 不 减 、 于 是， 由 
(3.1), v 满足 


人 三 六 rER. 


| 元 三 2 etazlz>ots [0, 7 


ES 
(3.2) 


| " . (7, 2) 全 v(T, ze 一). (3.3) 


我 们 有 


Bi 一 光 十 Uz[ 一 ze |] = 以 一 ZUz = 0. 


由 此 , 更 不 依赖 于 7. 于 是 我 们 可 以 把 @(r, >) 写成 8(z). 这 样 , 由 
(3.3) 可 得 
v(t, 7) = B(xe!), V(t,7) ENT. (3.4) 


利用 (3.2) 中 的 终端 条 件 ， 我 们 有 
re 7 =wv(T,xe i)= B(7), vxz>0. (55) 
因此 ,结合 (3.4) 一 (3.5), 可 得 


v(t, x) = xe'—T, V (t,x) E -AT 


类 似 地 ， 我 们 有 
v(t, x) = Ze 一， V(t7) RX\N. 


从 而 在 .NH 上 ,vw 与 ee 由 于 VV 不 是 C1(.N) 通 数 , 因而 也 
不 是 C1(.N) 函数 , 这 与 假设 矛盾 . 


从 上 上面 的 例子 我 们 可 以 看 到 命题 2.3 的 假设 过 于 柯 刻 . 为 了 
得 到 既 有 类 似 于 命题 2.3 那样 的 严格 的 存在 惟一 性 又 没有 苛刻 假 
设 的 结论 , 我 们 需要 引入 以 下 概念 . 


定义 3.1. 函数 ve C(I0,T] x R") 称 为 (2.8) 的 一 个 粘性 下 
解 ， 如果 
v(T,7x) < h(z), voeR”", (3.6) 
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而 且 对 任何 PE CO1([0,T| x R"), 只 要 vp 在 某 一 点 (t,x) E 
[0,T) x R7 达到 极 大 值 , 便 成 立 


—pi(t, x) + sup H(t,z,u,—pzr(t, 7)) < 0. (3.7) 
uEU 


类 似 地 ， 函 数 ve C([0,T] x R") 称 为 是 (2.8) 的 一 个 粘性 上 
解 ， 如 果 在 (3.6) 一 (3.7) 中 的 不 等 号 “<“ 改 为 “和”、“ 极 大 值 ” 改 
为 “ 极 小 值 ， 如 果 w 既是 粘性 下 解 又 是 粘性 上 解 ， 则 称 v 为 粘性 
解 . 


我 们 指出 ， 在 上 面 的 定义 中 ,“ 极 大 值 ( 极 小 值 ” 可 以 用 “ 严 
格 极 大 值 (严格 极 小 值 )”、 乃 至 “严格 最 人 值 (严格 最 小 值 )” 代 埠 . 
我 们 将 这 一 等 价 性 的 证 明 留 给 读者 . 下 面 的 结果 表明 尽管 值 函 数 
可 能 不 是 HJB 方程 (2.8) 的 经 典 解 , 但 它 却 是 (2.8) 的 粘性 解 . 


定理 3.2. 设 (D1) 一 (D2) 成 立 , 则 值 函 数 V(.,:) 是 (2.8) 的 一 
个 粘性 解 . 


证 明 . 设 pe 01([0,TxR"), V 一 9p 在 某 一 点 (t,x) € [0,T)x 
R” 达到 极 大 值 . 固定 we U. 令 vy(-) = y(;t,z,u) 是 相应 于 控制 
u(-) 三 wv 的 状态 轨 线 , 则 由 定理 2.2, 我 们 有 ( 对 于 充分 接近 的 


ft 


V(t) ~ p(t 0) — VE, yO) 二 ex 
bt 
pif/ Fv), Was — we,) + elfv(D)) 
= fe + ote oN org) 
i (3.8) 


0 < 


1 入 


由 此 


—pi(t, x) + H(t, zr,u, —pzr(t, 2)) < 0; VE LU 
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从 而 


—pil(t, x) + sup H(t,z,u,—pz(t, 7)) < 0. (3.9) 
u€EU 


男 一 方面 , 如 果 V 一 y 在 菜 一 点 (t,z) € [0,T) x R” 达 到 极 小 
值 , 则 由 V 的 定义 ,可 得 对 任何 = > 0、t >t (i>t 上 且 充 分 接近 思 ) 
我 们 可 以 找到 v() = ui & 纹 E,7T], 满足 


0 > V(t,z)— pt, 7)— VE, yD)) + p(ty(D)) 


a(t —t1) y+ rll 


+9(t,y(P)) — plt, x). 


|V 


两 边 除 以 (1 一 力 , 并 令 t 一 +t 得 到 


{= f raves) )ds ~ pCi vO) + pt, 2)} 


- 二 1 -nor nm 


Foti 


—(pa(s,9(s)), f(s,y(s), u(s) ds 


er 
+ sup H(s,V(8),u, —pa(s,(s))) yds 
一 2) (3.11) 


类 似 于 (2.11) 的 证 明 , 在 上 式 取 极限 的 步骤 中 , 我 们 利用 了 f°? 和 
f 的 一 致 连续 性 (尤其 是 利用 了 由 此 得 到 的 (2.12)). 结合 (3.9) 和 
(3.10), 我 们 知 V 是 HJB 方程 (2.8) 的 粘性 解 . 
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下 面 我 们 进一步 考虑 粘性 解 的 性 质 . 考虑 以 下 方程 : 


一 类 十 H(t, z， —vzx) 至 0， 
(3.12) 
v Sh, 


三 伙 


其 中 :10,T]xR?xR” 一 R 和 hh:R" 一 R 连续 . 易 见 (2.8) 是 
(3.12) 的 特例 . 方程 (3.12) 的 粘性 解 的 定义 方式 与 定义 3.1 几乎 没 
有 什么 不 同 , 请 读者 自行 写 出 . 我 们 有 以 下 结果 . 


命题 3.3. 设 ve C([0,T] x R"), 则 w 是 (3.12) 的 经 典 解 当 且 
仅 当 ve C1([0, 了 Tx R") 且 wv 是 (3.12) 的 粘性 解 . 


证 明 . 必要 性 设 v 是 (3.12) 的 一 个 经 典 解 , 则 vw € C1([0, T]x 
R”). 对 于 任何 po e C1([0,T]xR”), 如 果 wv 一 vp 在 (to,z0) € 10,T)x 
R" 达到 极 大 值 ， 则 我 们 有 

pilto, zo) = v(to, To), wz(to,zZo) = vz(to, zo0). 
从 而 
—pr(to, zo0) + H(to, zo, =Pz (to, 20)) 
= —v(to, zo0) 十 H(to, 0， —vVz(to, 2Z0)) — 0. 
这 表明 v 是 粘性 下 解 . 同 理 可 证 , v 也 是 粘性 上 解 . 

充分 性 取 yp =v, 则 wv 一 v9 在 任何 点 (t,x) e [0,T) x 及 ” 既 达 

到 极 大 值 又 达到 极 小 值 . 众 而 由 粘性 解 的 定义 ,我 们 有 
v(t, T) + H(t zy, —vzr(t, x)) 
= pi(t,7) + H(t,z,—pr(t, 2)) = 0. 


这 就 证 明了 结论 . 


鉴于 上 述 结论 , 我 们 可 以 将 糖 性 解 视 为 (3:12) 的 一 种 广义 解 . 
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84. 粘性 解 的 惟一 性 


尽管 HJB 方程 (2.8) 可 能 没有 经 典 解 , 但 是 我 们 已 经 看 到 它 
确实 有 粘性 解 . 事实 上 , 值 函 数 V(.) 就 是 (2.8) 的 三 个 粘性 解 ， 
现在 的 问题 是 (2.8) 的 粘性 解 是 否 是 惟一 的 . 如 果 情 况 确 实 如 此 ， 
则 HJB 方程 的 粘性 解 就 刻画 了 有 最 优 控制 问题 的 值 冰 数 . 本 区 的 主 
要 目的 就 是 对 上 述 问 题 给 出 一 个 正面 的 回答 . 


定理 4.1. 设 下 述 假设 成 立 : 


(D2)’ 0 且 
存在 连续 函数 五 : [0, 二 +00) x [0,+eo) 一 [0,+co)， 关 于 每 个 变量 单 
调 不 减 ， 和 六 > 0, w(7,0) = 0， 使 得 


(H(t, 72,p) — H(t, x,q9)| < L(+ |z|)|p — ql， 
[H(t,2,p) — H(t,y, P| < ollzl vlyl,lz — yl(l+lp|l)),, (4.1) 
Vv te|[0,T7), 2;y,p,g9€ R”, 


< 
< 


则 方程 (3.12) 有 惟一 的 粘性 解 . 


证 明 . 设 v(t,z) 和 zz) 是 (3.12) 的 两 个 粘性 解 . 为 证 惟一 性 , 我 们 只 
需 证 明 


wbx) ZO), voleloTxR". (4.2) 
不 妨 设 工 = 杂 , N 是 一 个 自然 数 . 这 样 ， 如 果 我 们 能 证 明 


vb tz), WO) e (rT 了 ,可 x BR" (4.3) 
则 用 归纳 法 , 我 们 可 得 (4.2). 
现在 ， 取 To'e (0, 二 


L 
| 和 = (4.4) 
N=N(T)= {2) eT-To,T) x BR" |Id<Lo(t -T+70)}. 
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则 对 于 (7 一 圭 ,7] x Re 中 的 任何 一 点 , 只 要 Toe (0, 上) 充分 接近 守 , 它 就 一 


定 包含 在 .Y(Cmb) 中 . 于 是 为 证 明 (4.3), 我 们 只 要 证 明 


sup Ee x)— dt,7x)| < 0. 
(t,T)EN J 


若 上 式 不 成 立 , 则 我 们 有 


人 
(t,x)EN 


由 (4.1) 及 (4.4), 对 任何 (t,xz) e .NH 以 及 p,qge Rm", 有 


[rt, x,p) H(t, z， q)| 


< L(+|zl)lp—dql 
< L(+LoTo)lp— ql=TLolp— dl. 
现 取 s,5 > 0, 满足 
< 十 5 < LoTo. 
青 取 KK>0 以 及 CE C™%(R) 使 得 
K> sup {v(t, z) — d(s,Y)}, 
(t,x,sSY EN XHN 
之 
C(r) = { 0 ee Com <0, vreR. 
对 任何 6,7 > 0, 我 们 定义 
B (t,x, s,Y) 


1 
= om 一 as 可 -二 lz 一 四 


lt— sl cc((z) = — Lolt—T+7o)) 


FC((D ee — Lols — Th To)) + y(t + s) — 2%T, 
V (t,x,s,y) x./N, 


其 中 (-)。 定义 为 


Ws = (|z|2 + eM. 


(to,zo,so,yo) E NH x .NW 达到 . 于 是 由 


&(T, 0, 7,0) < ®(to, zo, s0,Y0), 


(4.5) 


4.6 


4.7 


4.8 


4.9 


于 B 连续 , 而 了 x 是 紧 的 , 我 们 可 设 8 在 x 上 的 最 大 值 在 点 
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可 得 (注意 (4.7) 一 (4.9)) 
0 = vw(7,0)— 0(7,0)+2c(e — LoTo) 


网 1 
< v(to,7z0)— 0(s0,y0)— lxo — yol? 


310 = sof? +6((e0) e — Lolto — T+ To) (4.10) 


C((yo)e — Lo(s0 — T+ To)) +7(to + s0) — 27T 
< K+¢((zo)e — Lolto —T+70)) 
C((yo)e — Lo(so — T+T)) + y(t 4 s0) —2yT. (4.11) 


我 们 断言 


Lo(to 一 了 工 十 元 
|zo| < Lolto 0), (4.12) 
|yo| < Zo(so — T+ 70). 


否则 ， 如 果 (4.12) 不 成 立 , 则 (注意 到 |z| < (z) =) 我 们 有 
(zx0) E 一 Lolto 一 人 十 70) 0 


或 
(yo) — Lo(s0— T+ To)>0. 


这 样 ,由 (4.9) 以 及 (4.10) 即 得 
0<K—- K+y(to +s0)—27T <0. 
这 就 得 到 了 矛盾. 因此 (4.12) 成 立 . 另 一 方面 ; 利用 


B(to, xo, to, £0) + B(s0, yo, s0, yo0) < 2®(to, zo0, s0, yo), 


可 得 
v(to, £0) — H(to, x0) + 2¢ ((z0) — Lolto — TH+ To)) 
+v(s0,y0) — ds0,y0) + 2¢((yo) e — Lo(so — T Ho)) 
十 27(to + so — 47T 
< 2v(to,x6)— 20(s0,Y0) =leo vol? 了 lt sol” 
26((zo) =。 — Lolto —T + To)) 
+2C((yo) 。 — Fo(so — TF To0)) + 2y(to + s0) — AYT. 
从 而 


2 2 
lxo 一 yo 十 Blto — 50|? < v(to, x0) — v(s0, yo) 


+d(to, £0) — D(s0, yo0) < 2n(lto — 56| + |zo — yol), (4.13) 
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加 = 网 3 
大 


轩 a 站 
= {lvl a) v(s, WI + [0(6 2) as 所 

2 li-sltlz—yl<r 

(bmysy)EN XN 


易 见 im n(7) = 0. 于 是 由 .NH 的 有 界 性 , 我 们 可 得 


人 
70 三 Sup 7n(7) < 十 co. 
wt 


从 而 由 (4.13) 可 得 
lwo ~— yol < Vamo, lto— sol < VBm. (4.14) 

进一步 结合 (4.13) 以 及 (4.14), 我 们 有 
jlo ~ vol? + Blto ~ s0l? < (Vm + VB (4.15) 


置 
AcsS {tr) EN | (ve < Lolt—T+T) 6). 


(4.5) 和 (4.9), 当 e,6,Y > 0 充分 小 时 , 我 们 有 


一 


sup Bl(t,z,t,7) 
(t,2)EAe,s 


= sup [v(t,2) 00, DS (4.16) 
(bz)EAe 5 2 


此 外 , 我 们 还 有 


sup P(t,z,t,z)< sup B(ty,s,y) 
we 


(t,2T)EAs,s 
= GB(to,zo0,s0,y0) < w(to,z0)— 0(s0,Y0). (4.17) 
我 们 断言 : 存在 ro > 0, 使 得 对 任何 0 < a, 6 < ro, 成 立 着 
EX -人 (4.18) 


请 读者 注意 这 里 点 (to, zo, so,yo) 是 依赖 于 (a, 6,s,6,7) 的 选择 的 . 现在 我 们 
来 证 明 (4.18). 如 果 (4.18) 不 成 立 ， 则 接 (4.12), 一 定 有 以 下 结论 : 对 于 某 一 
列 (Qam, Bm) 一 (0， 0 下 在 N XN 上 的 最 大 值 点 (ES , Yr ) 满足 


in SE 2 或 局 了 Ym > 1. 
(4.14), 我 们 有 


|zm — ym| 一 0， tm, sm 一 了， 当 m 一 co. 


四 
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因此 ， 由 (4.16) 一 (4.17)， 


已- 


0<5< lim [uttm,zm) 一 0(smyym)] = 0， 
De 


7 一 


这 是 一 个 矛盾 . 从 而 (4.18) 成 立 . 有 了 (4.18), 我 们 现在 可 以 利用 粘性 解 的 定 
义 来 证 明 进 一 步 的 结果 . 对 于 0 < 6 < ro, 由 (to,zo,so,yo) 的 定义 , 函数 


下 
(0) oto) — {e090) + Tle yoP 


-alt sol? —¢((z)e — Lol(t —T +10)) 


6C((yo) 。 Lo(so—T+ TD)) y(t s0)+ 27} 


在 (to,zo) e .Y 达到 极 大 值 , 因此 由 粘性 解 的 定义 ， 


3(s0 to) — CX)Lo +Y 
+ (tr0, (00 ~ 20) + CX) 7-)) < 0, (4.19) 


中 久 会 (z0)。 一 Lolto 一 +T0). 类 似 地 , 函数 


AN 
4 


(50) mm ds) — {olto,20) — lzo— 


-3 = s|? 夺 ¢((z0) 2 = /0 = T+70)) 


HC ((y) Lo(s—T+ 75)) | y(to 十 5) 27} 
在 (so,yo) e .达到 极 小 值 . 因此 由 粘性 解 的 定义 我 们 又 有 


本 (ea -t+C(Y)ro -7 


YO 
(yo0) E 


中 六 会 (yo)。 一 Lo(so 洗 T4 To). 结合 (4.19) 一 (4.20), 我 们 可 得 


+7(s0,y0, (vo ~ 20) ~ CY) 


)) > 0， (4.20) 


YX 
4 


2 < Lo A+ 0 a0, Syo oo) 46h) TS) 
+7H (so0, yo， 2(w -20) BD on -) (4.21) 


选取 6 4 0, 使 得 (to, zo, so,yo) 收敛 . 为 了 记号 简洁 起 见 , 我 们 仍 把 极限 记 为 
(to,zo, so,yo). 注意 到 由 (4.13), 我 们 必定 有 so = to, 从 而 (4.15) 成 为 


1 
zzo — yol2 < n(Vany (4.22) 
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这 样 , (利用 (4.1) 和 (4.6)) 可 从 (4.21) 导出 
2y < LolC(X)+¢(Y)] 
-nt(to,z0, (vo — 20) + 6(X) 0 ) 


Hom -e007) 
< Lo AFOOT+ LR) + 0) oo| 
(zo) < (yO) = 
< LolC(X)+6(Y)] + Lolle (X)| +1C GO 


+a(zol V lyol, lz0 ~ vol(1 +1¢ OOD = eyol?). 
于 cr) < 0, 我 们 可 得 
0 <27 < (lzolV lyob, lro ~ yoll +1C(X)D) + lzo ~ gol 


令 a 一 0 并 利用 (4.22), 得 到 矛盾 . 因此 (4.2) 成 立 . 我 们 得 到 定理 的 证 明 . 


FH 


如 果 记 


H(t, zx,p) = sup H(t, x,u,p), VWIORDO RESIDNIBER 
uEU 


则 由 (D1) 和 (D2), 不 难得 到 (D2) .从 而 作为 定理 3.2 和 定理 4.1 
的 一 个 推论 , 我 们 有 


推论 4.2. 设 (D1) 一 (D2) 成 立 , 则 值 函 数 V(.,:) 是 方程 (2.8) 
惟一 的 粘性 解 . 


85. 上 微分 和 下 微分 


在 这 一 节 趾 ,我 们 将 引入 上 微分 、 下 微分 的 概念. 进一步 ,我 
们 将 利用 上 下 微分 给 出 烙 性 解 的 二 个 等 价 定义 . 使 用 这 一 定义 在 
某 些 时 候 会 比 用 原来 的 定义 更 为 方便 - 
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定义 5.1. 设 有 函数 uv: [0 下 xx 了 BR 一 玉 . 对 于 (t,x) € [0,T)x 
R", 记 


Dri v(t, 2) = {(g,p)E Rx R” 


v5) v7) at) — pO > 0 
s—t,sE[0,T) |s—t +|y 一 Zz| | 


Dizv(t,z)S{(gp) eRxR” 
v(s,Y) — v(t,z) — gq(s —- (py — 27) 


lim > (je 
s—t,sE[0,T) |s—t a = 
(5.1) 


Dav(t,z) 和 Dl v(t,z) 分 别称 为 在 (t,x) 的 上 微分 和 下 微分 . 
为 了 方便 起 见 , 我 们 把 Det wlt, ZX) 和 Dir’s v(t, 2) 中 某 个 具体 的 元 
分 别称 为 上 导数 和 下 导数 ”如 果 在 (5.1) 的 极限 号 中 限制 s 趋 于 
t 的 方向 为 s 4t， 我 们 就 得 到 Donolbz) 和 Dy; ,v(t,2), 分 别称 
为 v 在 (t,x) 的 右上 微分 和 右 下 微分 . 同样 地 , 我 们 可 以 定义 在 
(t,z) 的 左上 微分 Dv(t,z) 和 左下 微分 D; ,v(t, 2). 


;过 ;wv 


以 下 命题 包含 了 上 下 微分 的 一 些 基本 性 质 . 请 读者 自己 证 明 
这 些 性 质 . 


命题 5.2. (i) 集合 Dr v(t, 7) 以 及 Diy.v(t, 7) 是 凸 闭 集 ， 且 
满足 


DJtu(bz)E Do 人 ba 


Db vt, 2) MDsvlt, z), v (t,o)E OT) x R". (5.2) 
Di (—v)(, 7) By —Di' vt, 2), 


( 放 ) v(t,2) 在 (to0,zo) E (0;,T) x R" 可 微 当 且 仅 当 


Dr v(to, vo) [a zo) A 0; 
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此 时 ， Drst v(to, 0) 和 Dr v(to, xo) 都 为 单 点 集 ， 且 


Di v(to, xz0) = Di v(to, £0) = { (v(to, z0), va(toeo) ) 上 


( 道 ) 如 果 v(t,z) 在 (to,zo) 是 关于 (t,x) 局 部 Lipschitz 连续 
的 ， 则 
Dt’ (to, x0) (J Dr (to, zo0) S ol 区， 
这 里 ，Ov(t0, zo0) 是 Clarke 的 广义 梯度 : 


v(z Pay) 一 v 


) 


Dvlto, zo) S {EE Re,y) < .Hm 


= 一 (to,z0) CQ 
al0 


VE 了 ?+ 


现在 ， 我 们 引入 下 面 的 结果 . 有 了 这 一 结果 ， 我 们 就 可 以 把 
上 、 下 微分 与 粘性 解 的 概念 联系 起 来 . 


引 理 5.3. 设 ve C([0,T] x R"*). 给 定 (如 ,Zo) E [0,T) x R”, 
则 


(i) (q,p) e Drv(to,z0) 当 且 仅 当 存在 函数 ‘pp e C1([0,T] x 
IR"), 使 得 v 一 vo 在 (to,zo) 达到 严格 最 大 值 ， 且 


(etto zo0), p(to, zo), palto, 20) ) = (v(to, Zo) q,p). (5.3) 


i) (gp) E Dev(to,2z0) 当 且 仅 当 存在 函数 pe C1([0,T] x 
R"), 使 得 


(etto zo)fpelto, rohwetto5 (Og, »), (5.4) 
且 对 于 任何 如) E [to, 了 T| x R2\ {(to, x0)}, 有 


p(t, TUR (5.5) 
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证 明 . 我 们 只 证 明 (让 . (i) 的 证 明 是 类 似 的 . 


设 (g,p) < Dry,v(to, x0). 令 


(v(t,2) — v(to, 0) — q(t — to) — (p, 2 = 270) V0 
t—to+t+|z— vol 
如 果 (to,z0) (t,x) € lto,T] x BR”, 
0， 其 它 ， 


》 


P(t,7) = 


sup{®(t, x) : (t, 2) &€ [to, 7] x R”,t— to 十 Iz -= 20| 笃 r}， 


a(7) = 如 果 > 0， 

0， 如 果 ”<0， 
则 由 (5.1) 可 得 = : 玉 一 [0,+co) 是 连续 的 不 减 函 数 ，s(0) = 0. 进 
一 步 


v(t, x) — v(to, z0) — q(t — to0) — (p, 7 — zo0) 
< (t—to+lz—zol)a(t -t+ 上 2 一 宫 
vV (Br) eltoTIxR". (5.6) 


吗 E 


2(t 一 1 十 |z 一 zol|) 2 
s(p)adp 十 G 一 to 十 肥 一 zol’) 
如 果 (t,x) € [to,T] x R”, 


0, 如 果 (t,x) e [0,t) x R”， 


一 
了 
< 
| 
© 


易 见 , ve C1(R x R"), 有 旦 有 
y(to, z0)= 0 wilto,z0)=0, wr(to,z0)=0, 
以 及 (注意 到 (5.6)) 


W(t, 1) 
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2(t 一 to 十 |z 一 zol) 2 
志 


一 to 十 |z 一 zo| 


2 
(t—to+|z— zol)e(t—to+|z— zol)+(t—to+|z— zol’) 


SS 
> (t—to+|z— zol)e(t—tot+|z— zol) 
之 


v(t, 7) = v(to, zo) alt to) (p, TL Z0)， 
VY (0,20) (br) elto,TIx (5.7) 


于 是 , 定义 


plt, 7) v(to, Z0) | alt to) | (p, x Z0) + v(t, Bs (t, 1) € RxR", 


我 们 即 得 (5.4). 这 就 证 明了 (5.4) 一 (5.5) 是 (gq,p) E Dayv(t6;zo) 
的 必要 条 件 . 余下 的 充分 性 是 显然 的 ,证明 从 咯 . 


与 上 述 引 理 相应 的 有 下 面 关 于 Dizolbz) 和 Desv(t,z) 的 
结果 . 


引 理 5.4. 设 ve Cc(l0,T] x Rn (to, zo0) € [0,T) x R", 则 


(i) (g,p) € Dir’ v(to, to) 当 且 仅 当 存在 we C1([0,T]xR"), 使 
得 v 一 p 在 (如 ,zo) 达到 严格 最 小 值 ， 且 


(plto, zo), pato, 20), pa(to, 20)) = (olto 7O), gD). 


人 (wp) e Daysv(to, zo) 当 且 仅 当 存在 pe C1([0,T] x R")， 
使 得 
(etto zo0), puto, zo), paltos 0)) =a(U(R 0 )), (5.8) 
p(t, 2) < v(t, 2 Vv (to, 20) 天 (2 € lto, 7] x R”. 
读者 不 难看 到 在 引 理 5.3 和 Ws4 的 6) 中 , “严格 最 大 (小 ) 值 ” 
可 以 用 “最 大 (小 ) 值 ” 或 “ 极 大 (小 ) 值 > 来 代替 . 同样 , 在 (让 中 
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也 可 以 作 类 似 的 替代 . 引 理 5.3 和 5.4 的 儿 何 意义 如 下 : 设 (gq,p) 
为 Di (to,z0) (Di (to,zo)) 中 的 某 一 个 元 , 则 我 们 可 以 找到 一 个 
O01 函数 p, 使 得 该 函数 的 图 象 在 v 的 图 象 上 方 (下 方 ), 两 图 象 仅 
在 点 (to,z0) 接触 ， 且 (yt, pz) 在 (to,z0) 的 值 恰 好 是 (qyp). 利用 
上 下 导数 我 们 可 以 给 出 粘性 解 的 一 个 等 价 定义 . 


定理 5.5. 函数 ve CO(|0,T] x R") 是 方程 (2.8) 的 粘性 解 当 且 
仅 当 
v(T, x) = h(z), vreR", 
以 及 对 任何 (t,x) € 10,7T) x R”， 


uE€EU (5.9) 
4T Sup H(t, x,u, 一 D) > 0， Vv (q,p) § De v(t, 7). 


| 4T Sup H(t, x,u, —p) Es 0， Vv (gq,p) €E Dai vt, 2), 
uEU 


证 明 . 设 v 是 (2.8) 的 一 个 烙 性 解 , 则 _v (gq,p) €_Diiv(t, zx) 
由 引 理 5.3, 存在 函数 pe C1([0,T]x IR") 使 得 v 一 vo 在 (t,x) 达到 
最 大 值 , 而 且 在 该 点 (5.3) 成 立 . 从 而 由 定义 3.1, (3.7) 成 立 . 这 就 
给 出 了 (5.9) 中 第 一 个 关系 式 . 类 似 地 可 证 (5.9) 中 第 二 个 关系 式 . 
现 设 (5.9) 成 立 . 如 果 po € C1([0,T] x R") 在 (tx) € [07) x 了 R" 
达到 极 大 值 ， 则 我 们 可 以 得 到 (yi(t,2), pz(t,2)) E De v(t, 2). 
此 , 利用 (5.9) 中 第 一 个 关系 式 , 我 们 可 以 得 到 (3.7). 这 就 表明 v 
是 (2.8) 的 一 个 粘性 下 解 . 同 理 可 证 wv 是 (2.8) 的 粘性 上 解 . 


定理 5.5 给 出 了 粘性 解 的 一 个 等 价 定义 . 事实 上 , (5.9) 中 的 第 
一 式 是 关于 粘性 下 解 的 一 个 等 价 条 件 ， 而 第 二 式 则 是 关于 粘性 上 
解 的 等 价 条 件 . 一 般 说 来 , 右上 微分 是 一 个 包含 上 微分 的 集合 ( 见 
(5.2) 中 第 一 式 ), 而 且 两 者 可 以 不 相同 . 因而 下 面 的 结果 表明 值 函 
数 V 可 以 有 更 强 的 性 质 . 
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定理 5.6. 设 (D1) 一 (D2) 成 立 , 则 值 函数 了 是 函数 类 C([0, 了 7 
xR") 中 满足 以 下 条 件 的 惟一 的 元 素 : 对 任何 (t,x) € [07) x R”， 
—q+ sup H(t,z,u,—p) <0, VY(dD) E Di 人 
u€EU 


—q+ sup H(t,z,u,—p)>0, VYV(g,p)e Dr ON (5.10) 
uE€EU 


V(T,7) = h(x). 


证 明 . 对 任何 (q,p) s Dy,V (t,x), 取 适 合 引 理 5.3(i) 或 引 理 
5.4(i) 的 函数 p( 用 V 代替 四, 则 我 们 可 以 利用 与 定理 3.2 中 完全 
相同 的 讨论 得 到 (5.10)( 注 意 在 那里 我 们 在 证 明 (3.8) 及 (3.10) 时 只 
用 到 关于 时 间 的 右 极限 ). 另 一 方面 , 由 定理 4.1 以 及 定理 5.5, 并 注 
意 到 DY am C DIV z) 以 及 Dlz V(t,z) ES DIV 已 国 
可 知 满 足 (5.10) 的 C([0,7] x R”) 类 函数 的 惟一 性 . 


由 上 面 的 定理 , 我 们 看 到 在 条 件 (D1) 一 (D2) 下 ;条件 (5:9) 利 
(5.10) 都 是 定义 HJB 方程 (2.9) 粘性 解 的 条 件 (该 粘性 解 是 惟一 
的 ， 且 恰恰 就 是 值 函 数 V), 从 而 它们 两 者 也 一 定 是 等 价 的 . 事实 
上 , 在 条 件 (D1) 一 (D2) 下 , (5.9) 中 的 两 个 式 子 是 分 别 与 (5.10) 中 
的 两 个 式 子 等 价 的 . 定理 5.6 中 得 到 的 结果 无 疑 是 非常 有 趣 的 . 然 
而 这 一 结果 是 关于 HJB 方程 (2.9) 这 样 一 种 比较 特殊 的 方程 , 在 
条 件 (D1) 一 (D2) 下 得 到 的 . 事实 上 , 这 样 的 前 提 是 不 必要 的 , 我 
们 可 以 对 非常 一 般 的 方程 得 到 同样 的 结论 . 考虑 以 下 方程 : 


F(t, xz, v(t, zx), v(t, 7), vz(t, 2) =0, (t,x) E(aoxO2， (5.11) 


定义 5.7. 设 =6@< ao < 有 co,QCER" 是 一 个 区 域 对 于 
v EC((a,0) x 0), 我 们 称 加 为 (5.11) 的 粘性 下 解 ， 如 果 


F(t, x,v(t, 2),g,p) <0, v(t, WW gy (9,n) e De vlt, z). 
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类 似 地 , v 称 为 (5.11) 的 粘性 上 解 ， 如 果 
F(t, zx, v(t 7), gp) >0, V(t,z) ee (a,db) x Q, (gp) Ee Drs v(t, 7). 


如 果 w 既是 粘性 上 解 又 是 粘性 下 解 , 我 们 就 称 之 为 粘性 解 : 


我 们 建立 以 下 引 理 : 


引 理 5.8. 设 ve CO((a,b) x 0), 


FecC((ab)xNxRx RxR”), 


五 (加 ZU; q,p) — F(t, 7,w, 0,p) 之 A(G — gq), (5.12) 
V(t,7,w,p) € (a,b) x Ox RxR",d,g9€ R,d>9, 


其 中 人 >>0 是 一 个 常数 . 
(i) 若 v 是 (5.11) 的 粘性 下 解 , pe Dbtv(t, xX),g Ee R 满足 
P(t, zx, v(t, 2), q9,p) > 0, 
则 (gq,p) € Dev(t, 2). 


这 里 Dltv(t,x) 表示 五 国定 时 ， 函 数 v(t,:) 在 点 x 的 上 微分 
(类 似 地 ， 下面 的 Dl w(t,z) 表示 固定 时 ， 子 数 v(t,') 在 点 x 的 
下 微分 ) 


(这 若 v 是 :5.11) 粘性 上 解 , PE Di w(t,7X),q€E RR 满足 
J 凡人 2 ); gq, p) & 0, 


则 (q,p) € Dy ,v(t, 2). 
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证 明 . (i) 设 v 是 (5.11) 的 粘性 下 解 . 不 失 一 般 性 ,我 们 可 假 
设 -LUc(wo, Bi1(0)C 9 以 及 A=1, 这 里 B1(0) 是 R" 中 的 
单位 开 球 . 设 po se D4+v(0,0), go & R 满足 


F(0, 0,v(0, 0), go, po) 0. (5.13) 


我 们 所 要 证 明 的 就 是 (qo,po) s Dl,v(0,0). 记 


F(t,z,q,p) = F(t,z,v(t, 2), q,p), 
V (t,x,qg,p) EE (ab) x Ox Rx 了， 


则 FeC((a,b)xQxRxR"). 记 


n(7) 三 sup [F(t, x, go,p+ po) — F(0,0, go,po)|, 7 >0, 
人 
t a 


则 7() 在 [0, 十 oo) 不 减 . 由 天 的 连续 性 ， 


7(7) 一 0， 着 下 二 四 


定义 
1 ar 1 26 万 
a :| {ze n(vVO)dO}dt +7, [ 果 0<r<+o， 
0， 如 果 = 0， 
则 
w(0) = 0, w(:)E C0, +00) N C1(0, +co)， (5.14) 
0 < rw’(r)< 2w(27), VY0<7< 十 co， 


[F(t, x, qosp + po) F(0, 0, go, po)| 笃 厅 ( 友 二 1 十 Ip|”), 
Vv (tz,p) E11 x R” x R”. 


任 取 = > 0. 由 于 po E DaTv(0,0), 我 们 有 5 >0 使 


v(0, x)—v(0,0)—po:z < elzly Vv |z| < 0-. 
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于 是 由 w 的 连续 性 , 存在 常数 Cs > 1 使 得 


v(t, 2) < wv(0,0)+po: z+eVt + |z|? + got + Gelz|?, (5.15) 
VvV (t,x) Ee {t=0,|z|<1}U{-1<t<0,lz|= 1}. 


选取 Me = w(18C2)/w( 癌 ) 以 及 -e < td < <0b 便 得 


w(410) < a7; (5.16) 
eltol 
ti| < IN (a) (5.17) 
我 们 断言 
v(t,z) < wvw(0,0)+po:Z+evVt?+|zl?2 十 aot 
上 +Cez2 一 Metw(t? + |z|) — w(18e’)t 
ES obz Y (tr) € 0,, (5.18) 
其 中 @。 全 (t1,0) x Bi1(0). 否则 , 我 们 有 (6 人 & Q。 满足 
v(t) > p(t, 2£). (5.19) 
令 
yz 一 bo 一 pz (tw)e 可 
注意 到 在 Q. 上 t+<0, 由 (5.15), 我 们 有 
v(t, 2)|aQ. 0 
并 由 (5.19) 得 
w(t,2)>0. 
这 样 , 存在 (2%) e Q。 使 得 
V(t) = max vBrw) >0. (5.20) 


(t,2)EQe 
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即 


从 而 由 引 理 5.3( 这 ， 


(Fl D) — p(B + plbD), pa(b 5)) BDL ol, D) 
因此 
FOB, [od) ~ pl D+ pu(b 3)fpaE) < 0 521) 


[v(t,£) — p(t,£)] = 1 > 0. (5.22) 


于 是 由 (5.12), (5.13) 一 (5.15), (5.21) 一 (5.22), 并 注意 到 上 < 0 可 得 
Mew(t + |2|2) + w(18e?) 


_t 本 
A VENTE Et 


= go— pilt,k) 
< 和 一 w 仅 + 天 二 人 到 9 
er EA) 


一 下 全 2 d0， pr (Es ww) 
上 蕊 元 


) 
) 
—F(0,0, go, po) + w (P+ |2 + pa(HE) — pol’) 


< —F(i,£, go, po( 》 ) 

< 

< w(ti+|i + et2Cz + 2Mlt [zw (F + 12|) J ) 
AM.li| |£ 

< w(t+|i +[e+2C.|il+ el [3| (gp 4 olal?) jn 


B+ aE 
(5.23) 


210 第 六 章 动态 规划 方法 


如 果 | << |tol, 则 由 (5.16), 我 们 有 
4Melt| | 


‘2 ~|2 2 
EE w(222 +272) < 2Mew (4t2) < a. (5.24) 
如 果 | 二 > |tol, 则 由 (5.17), 我 们 有 
4M-lt| IZ| ,2 22, ,4Melti| 
(R422) < w(4) <e. 5.25 
EE ( Iz|") 四 (4) (5.25) 


结合 (5.23) 一 (5.25), 可 得 


Mw + |2|2) +w(18e?) 


< w+ + (2e? +2C.|i|) ) 

< w(t +|i| 二 8e +8C2|zl) 

< wl(9e?+ 902|2|*). (5.26) 
如 果 C2|2|? < < 则 


w(9e? + 902|£|2) < w(18e?). 


如 果 C2|z|? > 2, 则 


六 2|~12 2 w(18Ce) 2 ~|2 
w(9e” + 9CE|E|) < w(18C7) < ET ) = Mew(|£|"). 
这 样 , 我 们 总 有 
w(9e? + 902|EP < w(18s2) + Mew (lj)>). (5.27) 


因此 由 (5.26) 一 (5.27) 可 得 
Mew(PA 2) 十 w(18s <MEo (2 ) + w(l8e7). 


这 是 一 个 矛盾 . 因此 (5.18) 成 立 . 从 而 我 们 有 


i v(t, x) — v(0,0)— got— po: Zz 


<@ + w(18e’). 
Rs + 六 
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令 。 一 0+ 得 到 
Tr v(t,7) —v(0,0)— got—po:z 
0 一 由 十 |z| 
于 是 (go, po) € D1,v(0,0). 
(请) 若 v 是 (5.11) 的 粘性 上 解 , 则 ww 三 -2 是 下 述 方程 的 粘性 
下 解 : 


这 样 , 可 由 (i) 得 到 结论 ， 


下 面 我 们 给 出 定理 5.6 的 推广 : 


定理 5.9. 设 veC((a,b)xQ0), FecC((a,b)xQxRxRxR") 
满足 (5.12), 则 


(jv 是 (5.11) 的 粘性 下 解 当 且 仅 当 
F(t, 化 ) v(t, 7), q,p) < 0， 
Y (t,7) € (a,b) x 0, (gq,p) € Dest v(t, z). 
(i) v 是 (5.11) 的 粘性 上 解 当 且 仅 当 
F(t, C， v(t, zk gd， p) 全 Oa 


V (t,x) € (a,b) x Q, (q,p) € Di v(t, 7). 


证 明 . (i) 若是 5.11) 的 粘性 下 解 . 设 (q,p) < Dit,v(t,z)， 
则 pe Dl+wv(t,z). 我 们 断言 


F(t, x, v(t, 2), q, p) EE 0. 
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否则 

F(t, x, v(t, 2), q,p) > 0. 
于 是 由 引 理 5.8，(,D) e Di olb5z). 从 而 , 结合 假设 条 件 (gq,p) e 
Dav(t,z)， 我 们 得 到 (q,p) es Drv(t,z). 这 与 粘性 下 解 的 定义 
矛盾 . 


(让) 结论 类 似 可 证 . 


86. 值 函 数 的 半 四 性 


在 本 中 ， 我 们 转 而 介绍 值 函 数 另 一 个 有 趣 的 性 质 : 半 四 性 . 
首先 , 我 们 给 出 如 下 定义 : 


定义 6.1. 设 QC R" 是 凸 集 yp :0 一 R. 我 们 称 o 是 弱 半 
四 的 , 如 果 存 在 局 部 连续 模 w, 使 得 对 任何 入 Ee [0,1] 以 及 zx,y€ 0， 
成 立 着 

Mp(T) + (1— Noy) — oT HL — NY) 
< A1— Nlz— yellz = yl,lzly lyl). 
进一步 ， 如果 有 常数 C > 0 使 得 w(s,7) < Cs V s,7 之 0, 则 我 们 


显然 , 当 op 是 半 思 时 5 一 定 有 某 个 C > 0, 使 得 w(x) = w(x) 一 
Clzl” 是 通常 意义 下 的 四 函数 : 
VATt (1 NY > Wr) + (1 — Ny, 
vAEl0,1l, zw 


在 实 变 函数 中 , 我 们 知道 任何 (局 部 有 界 的 ) 四 加) 函数 都 是 
局 部 Lipschitz 连续 的 . 下 面 的 引 理 表明 这 一 结果 对 更 广 的 函数 类 
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引 理 6.2. 设 p :和 一 及 是 局 部 有 界 函 数 ， 满 足 : 
Xeo(z) + (1— Np(y) — pO + (1 — Ny) 
< Ml—NIz—vycC(lzlv|y), vz,ye xX,XMel0,1),(6.1) 
其 中 5(.) 是 单调 不 减 函 数 ， 则 
[plz) — p(W)| < ed sup lp(2)|+ TC(R 1D) }lr ob 
zl<R+1 


vlzl,ly| < R, R>0. (6.2) 


区 ，p(.) 是 局 部 Lipschitz 连续 的 . 特别 , 当 yp 是 弱 半 四 时 ， 


这 就 是 
它 一 定 是 局 部 Lipschitz 连续 的 . 


证 明 . 对 于 任意 满足 |z|,ly| < R 的 z,y es 和， 我 们 来 证 明 
(6.2). 情形 z =y 是 平凡 的 . 


下 面 ,我 们 假设 2 关 y. 四 二 = 天生 , 并 定义 


0t)=pYy+(t -1)8), telo,lz— y+2l. 


0(1)= 2(y), 0(z— y+)= vy(2). 
由 (6.1), 对 任何 s,t€ [0,|z 一 y| 十 2] 和 入 € [031]，, 


Mp(y+ (to—1)8)+(1— Np(y+(s— 1)é) 

—p(y + Dt+ (1— Ns—1é8) 
A NIt— ss|G(R+1). (6.3) 
这 里 ， 我 们 利用 了 以 下 估计 : 

ly+(t— Dél<ly+lt—1<R+1, te [0,2]， 


vf De +ttl< Rt 


| 入 


€ [2 — y+ 2]. 
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同样 ,对 于 |y 十 (s 一 1)t| 有 相同 的 结果 . 对 于 任何 0<H < < 
ts < |z 一 y| 十 2, 我 们 有 

_t3—t2 妇 一刀 
ts-t! ts—t 
这 样 , 由 (6.3), ( 取 入 = 斌 荆 , 上 一 二 ,5 三 妈 ) 我 们 有 


t2 


a 妨 二 村 


0(t2) > pa 十 prt) 一 7 C(R+D. 
这 就 得 到 
0b(t2) — 0(t1) > 0(ta)—0(t1) ts3—t2 OR+ 1) 
渍 至 汪 国 = J 
> Os) OH) _ TR 41) (6.4) 
三 而 
以 及 
0(t3) — 0(t2) 吧 0(t3a) — 0(t1) ,to—Hi GR 
本 三 看 一 乏 芭 洒 C8 
0(t3) —0(t1) 二 
ee (6.5) 
因此 , 由 (6.4), 我 们 有 ( 取 志 三 也 刀 三 檬 二 可 十 二 妈 =|z 一 外 十 2) 
PHP 多 zz 一 中 十 已 一 2 
|z—Yy Iz —Yyl 
0(lz—Yy|+2)—0(1) 三 
> C(R+ 1) 
Le)-2 一 
i CO(R+1) 
> -lp(z+é)— p(y)|— CR 1) 
> -2 salg ER). 
Iz|<R+1 
由 (6.5), 我 们 得 到 ( 取 妇 ==0;t2 =1,ts=|z 一 y| 十 1) 
2 一 POJ _ Oz -Yt 0(1) 


Iz— yl [| 
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(lz — y+ 1)— 0(0) 
[2 一 +1 
Ip(z)— p(y — + COC(R+1) 


2 sup |wp(z)|+ C(R+1) 
Izl<R+1 


| 入 


+C(R+ 上 + 而 


IAA 人 IIA 


于 是 (6.2) 随即 可 得 . 


下 而 的 结 采 给 出 了 值 函 数 的 弱 半 四 性 . 


定理 6.3. 设 (D1) 一 (D2) 成 立 , f(t,x,u) 是 关于 x 的 O01 函数 ， 
满足 

[falt, 3,) — falt, 3,0)| < wllz — 2,|zl v 1al), (6.6) 

其 中 w(:，-) 为 一 个 局 部 连续 模 进一步 ， 设 f0(t,z,u) 以 及 h(z) 

是 关于 (t,u) 一 致 的 x 的 弱 半 四 函 数 ， 则 值 函 数 V(t,z) 是 关于 

te [0,7] 一 致 的 x 的 弱 半 四 函 数 - 进 一 步 ， 如 果 (6.6) 由 下 式 代 
替 


[folt, zu) — frlt, 3,u)| < Clz — Th V7,T EX, 


而 f0(t,z,u) 和 h(x) 为 关于 (t,w) 一 致 的 x 的 半 媚 函数 , 则 V(t, x) 
是 关于 te 0,7] 一 致 的 z 的 半 辐 函数 . 

证 明 . 令 zo,zie 蕊 满足 lzol,lzil< 天. 由 (1.7) 一 (1.8), 存在 
常数 R= Rk, 使 得 对 任何 |zl|,|z| < K, s € [t,T] 和 w(:) € 人 2[t,T] 


ly(s;t,z, uO) SBR, ly(s;t,z,u()) — yls;tsz, vu)| < Rlz — 3l. 


现在 , 对 于 入 € [0,1], 记 xz、 = Xzwi 十 (1 一 入 zo, 则 对 任何 s > 0, 存 
在 ue(:) € AA 满足 


Jlt, ra ue() < VO ye. (6.7) 
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为 方便 起 见 , 以 下 , 我们 用 w(.，) 表示 一 个 局 部 连续 模 , 它 在 不 同 

的 地 方 可 以 是 不 相同 的 (但 与 zo0,z1 和 Ae (0,1) 的 选取 无 关 ). 记 
Yt,zs (5s) = y(s;t, Ta, ue()). 


由 (6.7) 和 定理 条 件 可 得 


Wj 
ATb m1; el) + (1 — NT, ou) 766,004.) 
= ‘Prat 40- 人 
fo(r, gear (7), ue (A)ldr 
Hea (T)) + (1 — Nh(yao(T)) — hlyeaa (T)) 
We | tl eh 
oe i T) — ys (DNR) 
ge Ion Xe (7) + (1 Neao(r), we lr)) 
es ya (7), ey lar 
4h Oyaa CT) + (1 No 本 人) 
Xl — Mo 人 Re -zol 局 
J [yea (rn) + (1 — Ngo lr) — ss gr 
LAs, (7) ER (T) — yes (T)|. (6.8) 


1 入 


I 人 人 


I 人 人 


注意 到 在 假设 (6.6) 下 , 我 们 有 (i 记 wa = 和 i + (1 一 入 vo) 
[A 和 f(t, yi, u) i (1 Nf lt, 20， vu) EB f(s AU | 


一 人 / fr(t, ys + oo—ANY — Yo), Wado(l — Ny — vyo) 
0 


本 
上 人 [ Bi 


注 记 217 


= 20— Nn ml] [tN -基本 


—fi(t, ya + oN(yo — Yi), | do| 
和 AL-— Nly 一 yolwtclw — yol, BR). 


这 样 
en Ce ee 
< Ca Au) 二 (Fuctn) 
-fr Na + (1 Nb 
HE Dosa l) + 0 — Nya lr) = yaaa (lr 
< ht — yao (rollsms (7) — hao (7), Rdr 
+7f Pal) + — Nye or) — Was (ldr 
< AM(l— NIzi— zolw(lzi — zol, BR) 
+7f Doan) + _ No ,nl 


于 是 ,由 Gronwall 不 等 式 ， 


[Mtr (5) + (1 — Myerols) — Ye,rs (5)| 
< AL -Alza=Zalw(zl — zol, BR), s€Elt,T]. (6.9) 


因此 ， 由 (6.8) 和 (6.9), 我 们 得 到 要 证 的 弱 半 四 性 . 
定理 的 其 余部 分 类 似 可 证 . 


注 妈 
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1 人们 现在 通常 将 动态 规划 方法 的 建立 归功 于 Bellman， 尽 管 他 当时 的 理 
论 是 不 太 严格 的 . 但 这 种 思想 首先 是 由 他 提出 的 . 

2. 一 般 认 为 , 粘性 解 理论 的 建立 应 该 归功 于 M. G. Crandall 和 P. L. Lions 
( 见 文献 [14]). 读者 如 果 需 要 更 详细 地 了 解 粘性 解 理 论 , 除了 阅读 Cran- 
dall 和 Lions 的 原始 文章 , 也 可 以 参看 雍 炯 敏 的 专车 [四 和 诸 烟 敏 、 周 迅 
宇 合 写 的 专著 [51] 中 的 有 关 章 节 . 知 有 兴趣 了 解 粘性 解 理论 建立 前 的 基 
础 性 工作 , 则 可 以 进一步 参看 Evans 的 文章 [17~19]. 

3. 一 般 说 来 , 方程 


F(t,z,v, vt,vz)=0 
的 粘性 解 未 必 是 方程 

一 下 (ZuUutuz) 三 0 
的 粘性 解 . 

4. 对 寺 形 如 (5.11) 的 方程 , 利用 定义 5.7 和 利用 类 似 于 定义 3.1 的 方法 来 
定义 粘性 解 是 等 价 的 . 雍 炯 敏 提出 在 什么 样 的 一 般 条 件 下 , 可 以 有 类 似 
于 定理 5.6 的 结果 成 立 . 楼 红 卫 53 给 出 了 引 理 5.8 和 定理 5.9, 表明 定 
理 5.6 可 以 推广 到 很 一 般 的 情 姑 

5. 值得 注意 , 在 本 章 讨论 的 问题 中 语 状 态 均 无 约束 = 对 于 状态 有 约束 的 情 
形 , 问题 会 变 得 很 复杂 . 此 时 , 对 不 同 的 初始 时 刻 和 初始 状态 , 允许 控制 
集合 可 能 不 一 样 , 从 而 将 导致 值 函 数 的 不 连续 性 . 此 类 问题 的 讨论 疝 没 
有 令 人 满意 的 结果 . 


再 
DD WW 


1. 证 明 命 题 1.1. 

2. 设计 一 个 最 优 控 制 问 题 , 并 用 验证 法 求解 . 

3. 证 明 粘 性 解 定义 中 极 大 (小 ) 值 可 以 用 严格 最 大 (小 ) 值 代替 . 

4. 给 出 左上 微分 、 左下 微分 等 的 定义 . 

5. 设 下 是 定义 在 (wb x 9 x Rx RxR" 上 的 连续 函数 , 证 明 w 是 


F(t, x, v(t, 7 ) ual)) 一 0 


A 


可 


11. 
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的 粘性 下 解 
i) 当日 仅 当 w= 一 v 是 
F(t, zx, —u(t, 7), —ut(t, 7), —uz(t, 7)) = 0 
的 粘性 上 解 . 
说 当 且 仅 当 w(t, zx) = wv(-t,z) 是 
F(—t, zx, wt, 7), w(t, 2), wz(t, 2))=0 
的 粘性 上 解 . 
. 设 焉 同上 一 题 . 举例 说 明 
天 二 放 
的 粘性 解 未 必 是 
一 下 一 0 
的 粘性 解 . 


. 设 8 为 R* 中 的 凸 区 域 , 证 明 : 9 上 函数 yp 为 半 四 的 充分 必要 条 件 是 


存在 常数 C 使 得 p(z) - Clzl2 为 凹 函数 . 


. 证 明 命题 5.2. 
， 试 讨论 Clarke 广义 梯度 为 单 点 集 与 函数 可 微 性 之 间 的 关系 . 
10. 


若 p(.) 为 z 附近 的 凸 函数 ,， 则 
ap(z) = {#|(€,2) < ez+ 人 -oa Vye R", lyl 充分 小 }. 
(i) 在 同 分 析 中 ，G) 中 式 子 的 右 端 称 为 BG(:) 在 z 点 的 次 微分 . 次 
微分 与 本 章 介绍 的 下 微分 在 英文 中 都 是 用 subdifferential 一 词 . 中 文 用 
词 的 不 同 只 是 一 种 习惯 而 已 . 试 证 明 如 果 v(t,z) 在 (to,zo) 附近 是 关于 
(t,x) 的 凸 函数 ， 则 


Dr’ v(to, £0) = 9u(to,zo). 


完成 定理 6.3 余下 部 分 的 证 明 . 
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8$1. 问题 的 提出 


线性 系统 的 二 次 最 优 控 制 问 题 是 一 类 很 重要 的 、 而 且 可 以 解 
到 底 的 最 优 控制 问题 . 本 章 的 目的 就 是 介绍 这 一 领域 的 有 关 结 采 . 
考虑 以 下 状态 方程 : 


| y(t) = A(WY(t) + Btu(t) + bt), te lto,T), 
y(to) = Yo, 


(1.1) 


其 中 他 > to, A() E L%(to,T;R"*"), B() € LY(to,T;R"x*), 以 
及 18) s (to,T;R"). 性 能 指标 为 : 


HRGDubDuD) Jat + 5(GY), AT), 02) 


其 中 @() e€e L%(to,T;S"), Se L™(to,T; RX"), Re L™(to,T;S*) 
以 及 Ge S". 这 里 67 表示 nxn 阶 对 称 阵 全 体 . 在 上 面 , 所 有 系 
数 都 是 与 时 间 变 量 二 有 关 的 . 当 不 引起 误解 时 ， 我们 通常 省 略 t. 
对 于 任何 M es S", 我 们 用 M > 0 和 M > 0 分 别 表示 M 是 半 正 
定 和 正定 的 , 而 用 M > N(N es S67) 表示 M 一 N 关 0. 进一步 , 对 
于 M e L%X(to, ZB;67), 我 们 记 


M>0 < M(t S30, /a.e. te lto,T), 
M>0 < 和 > MDSO0O LE lto,T)|, 
M 守 0 < 存在 5>0 使 得 M(t)>6I, a.e.te lto,TT]. 
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在 考虑 线性 系统 的 二 次 最 优 控制 问题 时 ,我们 总 是 考虑 如 下 
的 允许 控制 集 
Y ES L2(to,T; B®), 
它 是 一 个 Hilbert 空间 . 我 们 关心 的 最 优 控制 问题 可 叙述 如 下 : 
问题 (LQ). 寻找 控制 &(.) e 多 ，, 使 得 


(ED) = 本 J(u()). (1.3) 
上 述 问 题 称 为 线性 二 次 最 优 控 制 问 题 (简称 LQ 间 题 ). 我们 
暂时 不 对 矩阵 8,G, RR 的 非 负 性 作假 设 . 我 们 引入 下 述 定 义 : 


定义 1.1. (i) 称 问题 (LQ) 是 有 限 的 ， 如 果 (1.3) 的 右 端 是 有 
限 的 . 


(ii) 称 问题 (LQ) 是 (惟一 ) 可 解 的 如 果 存 在 (惟一 的 )j 运 () E 和 
满足 (1.3). 


§2. 初步 讨论 


在 研究 LQ 问题 时 ”状态 方程 的 线性 性 使 得 我 们 可 以 利用 常 
数 变易 公式 将 状态 变量 用 控制 变量 显 式 地 表示 出 来 . 进一步 容易 
看 到 , 把 状态 变量 的 表达 式 代入 性 能 指标 后 , LQ 问题 就 化 为 一 个 
在 Hilbert 空间 多 中 求 无 约束 二 次 泛 函 最 小 值 的 问题 . 


由 常数 变易 公式 , 对 于 w(.) e Y, 方程 (1.1) 的 解 为 


yD) = v6to, ,0() = Bo to) + f Pal s)(B(s)uls) + 0(%))as, 
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其 中 B(.,) 是 方程 组 (1.1) 的 转移 矩阵 , 即 


So 5) = A(t)B(t, s), GB(s,s)=7, Vto < St <I. 
为 方便 起 见 , 我 们 记 


(Lu(:))(t) < B(t,s)B(s)u(s)ds, Vu()E ;te lto,T), 


bu) 全 (Pu())(， a Vu) e%, 
/0 Soli) +t / Blt,s)b(s)ds, Vtelto,T|. 
这 样 , 我 们 有 
yO) = f+ Lua), vtelto,T). (2.1) 


对 任何 h(-) e 7 会 12(to,T;R") 容易 得 到 


局 
(%, (Lu()), = (h(D), (Lu() (dt 
4 t 
1 (h(t), | Bt,s)B (SN) ds)dt 
ee 
二 / |/ (h(t), B(t, s)B(s)u(s))ds 
人 “人 
= / sf (h(t), B(t, s)B(s)u(s))dt 
a 
E / Bs) Th(t)dt, ws))ds 
= A O, uD) 
也 就 是 说 工 < 多 (多 ,有 的 伴随 算 子 L* e 207 5) 为 


(L*h(-))() = B(:)' Bl(s,:) 'h(s)ds; VvVh()ey. (2.2) 
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类 似 地 , 不 难得 到 了 工 e .Z(Y,R") 的 伴随 算 子 Zr* e .Z(R",Y) 为 


(Lm)() = B() 更 (7 风 vneR", (2.3) 


(pbul) = (BCOTET I mu)),, MneR”, 


{((L*QL + SL+L*ST + 2*GE+ Pu ua) 
+2((Q@TS)70) 二 人 (GTCT)) ul)) 


+(GH 1 + (GF(T), Gf/(7)))} 


1 


= 3{ (Nu), ul)), 丰 2 HO |， (2.4) 


YY 


Y 


其 中 , 很 自然 地 , 我 们 把 8, R,5 看 作 按 如 下 方式 定义 的 三 个 算 子 : 


(Qy())() CO v y() E yy, 
(Sy(°))() = 5()y(), vy() ey, 
(Ru())() = Ru(), Yu EY. 


在 (2.4) 中 ,到 (.) 重大 与 v(.) 无 关 的 . 我 们 看 到 通过 把 状 
态 变量 的 表达 式 代入 性 能 指标 ， 诛 来 的 最 优 控制 问题 就 化 成 为 一 
个 Hilbert 空间 2W 上 的 二 次 泛 函 的 最 小 值 问 是 此 时 ,得 到 下 面 
的 结果 就 是 一 件 非 常 自然 的 事 . 


定理 2.1. (i) 如 果 问 题 (EQ) 是 有 限 的 ， 则 


Nem (2.5) 
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(i) 问题 (LQ) 是 (惟一 ) 可 解 的 当 且 仅 当 N > 0,， 且 存在 ( 惟 
一 的 ) EC)E52 满足 
Na(.) 十 五 (.) = 0. (2.6) 
此 时 ， 歼 (.) 是 最 优 控制 . 


Gi) 如 果 六 六 0 ( 即 N-1 存在 县 NT e 2(Ui)), 出 问题 
(LQ) 存在 惟一 的 最 优 控制 五 (.),， 且 由 下 式 给 出 : 


去 (.) 一 一 NI 厅 (.)， (2.7) 


(iv) 如 果 对 于 任何 yo E R”, 问题 (LQ) 都 是 惟一 可 解 的 则 相 
应 于 b(.) = 0， 问 题 (LQ) 也 是 惟一 可 解 的 . 


证 明 . (i) 由 假设 ,存在 常数 C > 0 使 得 
Ju()>-0, Yu)eE5. 


特别 
0) > Vu()e ;Lz#0. 
于 是 由 (2.4) 式 ， 
(Nu(), ul)), 2 一 一 ~ 


这 就 证 明了 (2.5). 
全 ) 首先 ,， 设 5 E 多 是 问题 (LQ) 的 一 个 最 优 控 制 , 则 ( 注 
意 到 N* = N) 对 任何 v() e 多 , 我 们 有 


A ed = (Na() H(), ul)),. 


0< lim 
入 一 0 


由 于 多 是 线性 空间 ， 从 而 一 定 有 


(Na + H(), opp =0, vu)eY. 
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因此 ，(2.6) 成 立 . 反 过 来 ， 如果 二 JE 儿 满足 (2.6), 则 由 入 >0 


(i) 结合 (让 以 及 NN 六 0, 如 果 二) e YY 是 最 优 控 制 ， 则 
(2.6) 成 立 ， 从 而 (2.7) 立即 可 得 . 反 过 来 , 如 果 去) < 多 由 (2.7) 
定义 ,， 则 同样 由 ( 可 知 它 一 定 是 问题 (LQ) 的 最 优 控制 . 


(iv) 设 对 茶 个 5)， 问 题 (LQ) 对 任何 初 值 yo 都 是 惟一 可 解 
的 . 为 叙述 方便 , 将 (2.4) 中 五 (-) 详 记 为 豆 (3 Wo)) 则 由 假设 ， 
存在 (-), io(:) e 多 分 别 是 问题 (LQ) 相应 于 初 值 yo 和 0 的 最 优 
控制 . 由 (i) 和 (让, 它们 是 下 述 方程 的 惟一 解 . 
Nal(:) + H(:;vyo,b()) = 0, 
Nio(:) + H(;0,06(:)) = 0. 


一 


(2.8) 


两 式 相 减 即 得 
N(a() — Uo() + H(; yo,0) = 0. (2.9) 
这 就 表明 当 %.) = 0 时 , 问题 (LQ) 对 任何 初 值 yo 也 都 是 可 解 的 . 


另外 , 易 由 (2.8) 解 的 惟一 性 得 到 (2.9) 解 的 惟一 性 , 从 而 可 证 最 优 
控制 的 惟一 性 . 


如 果 
R> 0 ©Q— 5 eT > 0， (2.10) 
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则 性 能 指标 可 以 重 写 为 


re0) = 于/{(@-srRsyOy 扩 


Rlul) + R-1sy() ha 


十 了 GCT) (2.11) 


从 而 可 以 证 明 N > 0 成 立 . 当 (2.10) 成 立时 , 问题 (LQ) 称 为 是 
标准 的 LQ 问题 . 因此 , 由 定理 2.1(ii), 标准 的 LQ 问题 是 惟一 可 
解 的 . 由 于 N-! 是 一 个 抽象 的 形式 , 不 是 很 容易 计算 ， 因而 利用 
(2.7) 计算 最 优 控 制 在 实际 应 用 中 是 非常 不 方便 的 . 为 此 , 我 们 来 
做 进一步 的 分 析 . 


定理 2.2. 设 问 题 (LQ) 有 一 组 最 优 对 (J(-), 如 ()), 则 


R(t) > 0, a.e. t € [to,T], (2.12) 
且 存 在 下 述 方程 的 解 5(-): 
| A(t) + A (EB(t) + QE) + SC alt) 00, 人 1 
p(T) = GY(T), 


R(ta(t) + B(t) p(t) + S(tP)Y(t) = 0， ae.telto,T) (2.14) 


证 明 . 设 (7(-);Z(-)) 是 问题 (LQ) 的 一 组 最 优 对 ; 则 由 定理 2.1， 
(2.5) 一 (2.6) 成 立 , 利用 (2.1) 一 (2.4) 展开 (2.6) 得 到 : 


0 


(Nua(:))(W) + HO 
(LQL+SL+IST + LGL + Ra())() 
+((L*Q + 5S)fF COR OGFT))) ) 
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= (QD) + S(O) + (LSTa) 
+(L*G(T) (0) + ROO) 

/ < B(0)T Bs, 0) (Q(s)9() + sjTa 的 ju 
+B(t)' B(T,t)' Gy(T) 

+S(H) gt) + ROW ae. te [to T). (2.15) 


下 
m0= | se,) (QC)0(s) + 38) als))as + ELD) GAT), 


B(t) p(t) + SHI(t) + ROat) =0, ae.te lto,T]|. 


即 (2.14) 成 立 . 同时 可 见 5(-) 满足 方程 (2.13). 最 后 ,由 (2.5) 可 
得 (2.12). 请 读者 自己 证 明 这 一 结论 (参见 习题 1 


由 于 (2.5) 列 涵 (2.12)， 因 而 (2.12) 不 仅 是 问题 (LQ) 可 解 的 
必要 条 件 , 也 是 问题 (LQ) 有 限 的 必要 条 件 . 


命题 2.3. 设 问题 (LQ) 有 限 ， 则 (2.12) 成 立 . 

鉴于 上 述 结论 , 在 考虑 LQ 问题 时 , 今后 我 们 总 是 假定 R > 0. 
下 面 的 例子 表明 (2.12) 不 是 问题 (LQ) 可 解 的 充分 条 件 ， 而 且 LQ 
问题 的 有 限 性 要 严格 弱 于 可 解 性 . 


例 2.1. 考虑 以 下 的 一 维 控制 系统 : 


| yO = u(t), te 0,7) 
y(0)= yo € 下， 
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以 及 性 能 指标 


此 时 , 与 (1.1) 一 (1.2) 比较 , 可 见 R=0. 取 ee(0,T) 以 及 


ult) =—xtoaltd), vte[o,Dh 
则 有 
2 
o< Tu()=3/ (1) d= 3 pg. 
各 
这 样 


i Te) =0. 


从 而 相应 的 LQ 问题 是 有 限 的 . 另 一 方面 ， 如果 yo 关 0, 则 可 以 证 
明 相 应 的 LQ 问题 不 是 可 解 的 . 这 是 因为 此 时 对 任何 wu(:)€ 人 Y, 均 
有 

y('; yo; u(-)) 天 0. 
从 而 (注意 Yy(;yo;u(*)) 连续 ) 

p 4 

J(u(:))== dt >0, Vu(:)E 2 
(a) =3) va > ul)'e 
读者 可 以 容易 地 举 出 (2.12) 成 立 但 是 问题 (LQ) 不 是 有 限 的 

例子 . 今后 ,如果 R(t) > .0 是 退化 的 ( 即 在 [to,T] 上 RS 0 不 成 
立 ), 则 我 们 称 问题 (LQ) 是 奇异 的 (LQ 问题 ). 因此 ， 上 例 中 的 LQ 
问题 是 奇异 的 LQ 间 题 ,尽管 有 例子 表明 奇异 的 LQ 问题 仍 有 可 
能 是 可 解 的 . 但 是 以 下 , 在 进一步 的 讨论 中 我 们 将 假设 


RS>0. (2.16) 


此 时 ,我们 可 以 将 定理 2.2 重 写 , 把 问题 (LQ) 与 一 个 线性 Hamilton 
系统 的 两 点 边 值 问题 联系 起 来 ， 
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定理 2.4. (i) 设 N > 0, 且 (2.16) 成 立 , 则 问题 (LQ) 是 ( 惟 
一 ) 可 解 的 当 且 仅 当 下 述 两 点 边 值 问题 有 (惟一 ) 解 (jy(),5(:)) Ex 
JJ: 


yt) = (A— BR-1S)(t) — BR-1B'D(t) 十)， t € lto, T), 
b(t)=—(A— BRTS) p(t) — (Q— 5 R Sy(t), te lto,T), 
y(0)=%, (7T)= GY(T). 
(Za 
此 时 ， 
i(t) =—R-1B' p(t) + Sy(0)]), te [to,7) (2.18) 


是 一 个 最 优 控制 ， 而 J(:) 为 相应 的 最 优 轨 线 . 


(说 设 NN 沁 0, 且 (2.16) 成 立 , 则 (2.17) 有 惟一 解 , 而 且 问题 
(LQ) 惟一 可 解 ， 而 由 式 (2.18) 给 出 的 a(:) 是 问题 (LQ) 的 一 个 最 
优 控制 . 


证 明 . (i) 首先 , 设 问题 (LQ) 是 (惟一 ) 可 解 ，( 了 (CD)) 为 一 
最 优 对 ， 则 由 定理 2.2 得 到 (2.13) 一 (2.14). 由 于 (2.16) 成 立 , 我 们 
可 从 (2.14) 解 出 &(.) 得 到 (2.18). 将 它 代入 状态 方程 和 (2.13) 即 
得 (2.17). 反 过 来 ， 如 果 (2.17) 有 解 (7(),5()); 则 用 (2.18) 定义 
(-), 代入 (2.17) 即 得 (2.13)， 且 妈 .) 为 相应 于 忆 (:) 的 状态 轨 线 . 
由 (2.13) 得 


区 
p(t) = / B(s,t)" (Qs)9(s) + Ss) Ta(s))ds + BT,D) GHT). 
注意 到 (2.18) 即 为 (2.14), 把 (2.15) 的 推导 反 各 村 即 得 


Na(:) + H(:)= 0. 


从 而 由 定理 2.1( 记 知 云 :) 是 问题 (EQ) 的 一 个 最 优 控 制 . 最 后 , 惟 
一 性 部 分 的 证 明 是 简单 的 . 在 此 省 略 . 
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(i) 读者 不 难 结合 (i) 和 定理 2.1( 这 ) 得 到 结论 . 


上 述 定 理 表明 如 果 N > 0, R > 0, 则 Hamilton 系统 (2.17) 及 
(2.18) 完全 刻画 了 LQ 问题 的 最 优 解 . 特别 对 于 一 个 标准 的 LQ 问 
题 , (2.18) 给 出 了 它 的 惟一 的 最 优 控制 . 定理 2.4 中 的 函数 (-) 是 
连接 最 优 控 制 和 相应 的 最 优 轨 线 的 一 个 辅助 函数 . 这 种 联系 是 间 
接 的 . 下 一 步 的 工作 就 是 要 去 除 这 个 辅助 函数 ,建立 最 优 控制 与 最 
优 状态 轨 线 之 间 的 直接 联系 . 为 此 , 将 引出 将 名 的 Riccati 方程 . 


83. Riccati 方程 和 反馈 最 优 控 制 


首先 我 们 来 形式 地 导出 Riccati 方程 . 在 (2.17) 中 ， 函 数 元 .) 
和 区:) 的 方程 是 耦合 在 一 起 的 ,我 们 试用 满足 
Pt) = PAY + PL), LE 向 了， (3.1) 


的 函数 P(-) 和 wy(-) 来 简化 方程 组 的 表达 式 . 如 果 这 样 的 函数 可 以 
找到 , 则 最 优 控制 就 具有 如 下 的 状态 反馈 形式 : 


at) =—R- I(B' P(t) + 5S)y(t) + B' w(t)), te lto,T]. (3.2) 


这 样 的 形式 在 应 用 中 是 非常 有 用 的 . 对 (3.1) 两 边 求 导 ， 并 利用 
(2.17) 一 (2.18) 可 得 


—(Q— SYR 5)y— (A SR 1B')Pyt 9 = 
= Py+PlAy+ Bit+b| + 
= Pyt+ P{Ag — BR Ka 十 5)7 十 By + 由 十 咏 
从 而 


0 = | +P(4- BR-I5) 二 (4 二 BR-16)'P 
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_PBR-LIBTP+OQ- STR 18| 条 


+ 十 | — STR-1BT — PBRAB"| p+Pb 


= {P+PA+ATP- (PB+ST)R!(B'P 0) 
+p+[(4— BR 1S)' ~ PBR- 1B']p+Pb. 
这 样 ， 如 打下 述 方程 分 草 有 解 P() 和 yg(): 


P(t) + P(t)A+AT'P(t)+Q 
—[B' P(t) +5]' RB' P(t) + S| 0ae. te [to 17), 
P(T)= 6G, 


(3.3) 
(0) + |(A— BR-1S) — P(t)BR-1B" |¢() 
+P(Obt) =0, ae.te [to,T), (3.4) 
2(T) = 0， 
则 (3.1) 成 立 , 而 且 我 们 可 以 取 到 反馈 最 优 控制 (3.2). 方程 (3.3) 
称 为 问题 (LQ) 的 Riccati 方程 . 这 是 一 个 非 线 性 常 微分 方程 . 当 
(2.16) 成 立时 , 在 (3.3) 第 一 式 的 左 端 , 去 除 PP 后 的 函数 关于 变量 
PP 是 局 部 Lipschitz 的 ， 因 而 该 方程 一 定 是 局 部 可 解 的 . 即 一 定 有 
某 个 s < 了, 使 得 (3.3) 在 [s, 上 有 (惟一 ) 解 . 而且 由 惟一 性 易 
见 在 解 的 存在 区 域内 , P 一 定 是 对 称 的 . 但 是 ,一 般 说 来 ,除非 有 
更 多 的 条 件 ， 该 方程 在 整个 [to, 了 7] 解 的 存在 性 是 不 能 保证 的 . 这 
里 , 我 们 请 读者 注意 


RS0, 
与 R>0 即 
R(t) SS 0, vte lto, 7], (3.5) 
之 间 的 区 别 ( 见 $1). 与 前 者 不 同 , 后 者 不 能 保证 (3.3) 解 的 惟一 
性 . 


基于 上 述 分 析 , 我 们 进一步 给 出 如 下 定理 : 
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定理 3.1. 设 R 光 0, 且 方 程 (3.3) 在 整个 [to,T] 上 有 解 已 (.) 
ce C(lto;,T];S5"), 则 问题 (LQ) 惟 一 可 解 ， 并 且 具 有 最 优 反馈 控制 
(3.2), 其 中 yp(-) 由 (3.4) 确定 ， 进一步, 我 们 有 


T(z) = inf J(u()) 


u(:)EY 


二 3 (Plto)w, yo0) + (p(to), yo) 


和 / | (20(0,00) -Reo| ]a /3.0) 


to 


证 明 . 由 于 情 光 0, (3.4) 在 [to,7T] 上 有 惟一 解 p(). 设 ) 为 
以 下 系统 的 解 : 
Wt) = {4— BR-!|B' P(t) + S| 15G 
—BR IB' opt) +b(t), telto,T), 
y(to) = yo: 
并 设 训 (-) 由 (3.2) 给 出 , 则 (-) 为 相应 于 () 的 轨 线 . 现在 , 任 取 
u()E 多 ,并 记 y() =V(;to,yo,u()) 为 相应 的 状态 轨 线 . 我 们 有 


(P(T)Y(T), YT)) — (P(to)yo, yo) 


| 


YW 直 
/ {([(P() BEB YR (BTPO+9 -QI y(t) ) 
+2(B" P(A)y(t), ut) + PLD, v(t) bat, 
以 及 


(Plto), Yo) = (PD), y(T)) — (P(to), yo) 
#8 


(0), 


to 
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让 {(IP()B + 5 )R IB y(t) — P(t), yO) 


0 


+(p(t), Bult) + bl) Yat. 
因此 


Ta) = BP(to)yos yo) - (plto), I) 


= | { (Ru,) +((PB+S')R- I(B'P+ S)y,y) 
+2((B'P+S)y,u +2(R (BIP+S)y;,B' vy) 
42(BT ,+ 2(p, 0D}dt 

1 


= 3/ {le [Ru+ (BTP+S)y+B"'y| | 


-|R-BTe| + 2(9, DY}dt. (3.7) 


J(a)) = 3(Plto)yo ym) + (OO),m) 


I 人 
a 
全、 


由 此 立即 可 以 得 到 去:) 是 惟一 的 最 优 控制 ,同时 也 得 到 (3.6). 


上 述 证 明 的 关键 是 利用 配方 法 得 到 (3.7) 式 . 在 定理 3.1 中 ， 
我 们 看 到 如 果 Riccati 方程 (3.3) 整体 有 解 ， 则 问题 (LQ) 一 定 有 
惟一 解 . 而 且 最 优 控 制 与 最 优 轨 线 之 间 的 关系 完全 由 (3.2) 给 出 . 
注意 到 P(.) 和 yp(:) 都 只 是 依赖 于 问题 (LQ) 状态 方程 和 性 能 指标 
中 的 和 矩 阵 4, B,b, 8,5, 了 PG 以 及 终点 时 刻 T, 而 与 初 值 (如 ,yo) 是 
无 关 的 . 因而 由 (3.2) 给 出 的 最 优 控制 是 仅仅 与 当前 的 状态 有 关 的 
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反馈 控制 . 这 里 , 我 们 再 一 次 利用 研究 开 环 问题 得 到 了 闭环 间 题 的 
解 . 如 果 定 理 中 的 R > 0 用 (3.5) 代替 ， 则 形式 上 配方 法 仍 可 进 
行 . 但 是 此 时 不 能 保证 (3.4) 有 解 2(), 即便 (3.4) 有 解 p(), 也 不 
能 保证 由 (3.2) 给 出 的 函数 是 落 在 Z 中 的 , 以 下 结果 进一步 给 出 
了 Riccati 方程 解 的 整体 存在 性 和 问题 (LQ) 的 可 解 性 立 间 的 等 价 


定理 3.2. 设 尺 六 0, 则 问题 (LQ) 对 任何 初 值 yo 都 惟一 可 解 
当 且 仅 当 Riccati 方程 (3.3) 的 解 在 [to,T] 上 存在 


证 明 . 充分 性 : 在 假设 R > 0 下, 如 果 Riccati 方程 (3.3) 的 解 
在 [to,T] 上 存在 , 则 由 定理 3.1 得 问题 (LQ) 存在 惟一 解 . 

必要 性 : 如 果 问 题 (LQ) 对 任何 初 值 yo 都 存在 惟一 解 ， 则 由 
定理 2.1(iv), 对 任何 yo € R”, 当 b(-) = 0 时 , 问题 (LQ) 仍然 是 惟 
一 可 解 的 , 从 而 我 们 可 以 设 


5() =0. (3.8) 


由 定理 2.1(i), NN > 0, 于 是 由 定理 2.4(i), 下 述 方 程 组 存在 惟一 解 
(y(),7()) EY x Y: 


y= (4 BR 19)7 一 ER-IBT 万 telto,T), 

方 = -(4- BRiS)'p—- (QS'R Sy, telto,T), 

y(to) = vo, PDT) = GY(T). 

(3.9) 
由 惟一 性 可 知 (y();z(-)) 关于 yo 是 线性 的 . 从 而 有 X(-) 和 工 () 
满足 
| y(t) = V(t; yo) 三 X(Oyo， 
三 p 
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易 见 X() 和 YY(:) 是 绝对 连续 的 , 且 满 足以 下 方程 组 


X(t) = AX(t)— BR-1IB'Y(t), telto,T), 
YH) =—-QOX(@)— AY(), telto,T), (3.10) 


A=A- BR-19， 
©O=Q—-5'R-1S. 
我 们 断言 
det X(t) #0, telt,T]. (3.11) 


否则 , 存在 与 [to,7] 以 及 yo e R", yo 关 0 使 得 
y(t1) = X(t1)yo = 0. 


此 时 , 我 们 先 来 证 明 jy(T) = 0. 不 妨 设 五 < 了. 注意 到 区:) 是 最 优 
轨 线 , 相应 的 最 优 控制 为 去:) = 一 R-IIB 1F(-) 十 Sy(-)] (参见 2.18)， 
则 由 


J (u(:); to, yo) 


国人 


+(R(Ou at + 3 Tu (); ti, vA)), 


知 (名.n(), 避 tw 宙 ()) 也 是 问题 (LQ) 在 初 值 为 (ty 多 (1)) 时 的 惟 
一 的 最 优 对 (参见 动态 规划 的 最 优 性 原理 ). 另 一 方面 , 由 (3.8), 以 
及 g(t1) = 0 知 相应 的 f(-) 为 0, 从 而 (2.4) 中 的 五 (-), 也 为 0. 
于 是 , 由 (2.4) 


Tu();h, Th)) = (Mul jia)) 


L2(t1,T;R*) 
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其 中 Ni 为 (2.4) 中 由 所 代替 to 得 到 的 算 子 N. 由 定理 2.1 (i)， 


Ai > 0. 
从 而 由 最 优 控制 的 惟一 性 得 到 
a(t) = 0, a.e. t € [t1,T]. 


于 是 又 由 (3.8) 及 状态 方程 可 得 
yt) =0, telt,T]. 

特别 5(T) = Gy(T) = 0. 于 是 由 (3.9) 及 解 的 惟一 性 , y(t) 和 5(t) 
必然 在 [to,T] 上 恒 为 0, 这 与 假设 yo 关 0 刻 盾 , 从 而 (3.11) 成 立 . 
现在 令 

Pl) EYEXH-!, telto,T]. (3.12) 
我 们 将 证 明 P(.) 是 Riccati 方程 (3.3) 的 解 . 首先 , P(t) 是 对 称 的 . 
事实 上 , 由 (3.10), 直接 计算 可 得 


| a YX| 二 证 7 


三 :由 


[XY 至 YX| 
Ca 


因此 , XTY 一 YTX 三 0. 从 而 
P=YX-!:=(X') Y= (YX DT A 


即 P(t) 是 对 称 的 . 另 二 方面 , 直接 计算 得 


和 =—_X-1A— Xl1BR-I1B'YX-1 
因此 
.dy d 
P= 一 J 1 
a 


= -OX+A' YX YA+ XBR -BTYX-1 
~_0O-A'P- PA PHRRNSIND 
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结合 P(T) = G 即 知 已 (.) 是 (3.3) 的 解 . 


推论 3.3. 对 于 标准 的 LQ 问题 ( 即 式 (2.10) 成 立 ), Riccati 方 
程 (3.3) 在 [to,T] 上 有 和解 P(.)， 此 时 ， 问 题 (LQ) 惟一 的 最 优 控制 
五 (.) 由 式 (3.2) 给 出 . 进一步 ， 有 


P(t)>0, vtelto,T]. (3.13) 


证 明 . 由 于 此 时 可 证 NN > 0, 故 由 定理 2.1; 问题 (LQ) 存在 惟 
一 的 最 优 控 制 . 因此 , 再 由 定理 3.2, Riccati 方程 (3.3) 存在 解 P(.). 
所 以 , 我 们 只 需 证 明 (3.13). 不 失 一 般 性 , 我 们 只 需 证 明 t= 如 时 
结论 成 立 . 由 定理 2.1(iv), 我 们 可 知 ， 此 时 相应 于 5b(-) = 0 的 问题 
(LQ) 也 是 惟一 可 解 的 . 由 微分 方程 解 的 惟一 性 , (3.4) 的 解 p(-) 必 
恒 为 0. 于 是 ,利用 (2.11) 和 (3.6) 可 得 : V yo € R”， 


(P(to)yo, yo) = 2J7(i()) 


- | {((@— sTR-!s)o(h a) 


+| 本 [ao + R-1S5(0)| | Ja Go(TYT)) >0 


从 而 P(to) > 0. 


上 面 的 结果 表明 对 于 标准 的 LQ 问题 ， Riccati 方程 完全 决定 
了 LQ 问题 的 解 . 但 是 ; 请 读者 注意 , 解 惟一 的 LQ 问题 并 不 一 定 是 
标准 的 . 事实 上 , 利用 定理 3.1, 我 们 很 容易 构造 一 个 最 优 解 惟一 但 
不 是 标准 的 LQ 问题 . 例如 在 [0, 了 上 任 取 一 组 4, B,。,Q, 5S, RRR,G,， 
使 得 


Be> U， 


而 (2.10)( 对 任何 0 < to < 7T) 不 成 立 (比如 可 以 取 G < 0). 由 于 
(3.3) 是 局 部 可 解 的 , 因而 存在 to € [0, TD 使 得 (3.3) 在 [to,T] 上 有 
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解 . 于 是 由 定理 3.1, 对 于 任何 初 值 yo s R”, 相应 的 以 (to,yo) 为 
初 值 的 问题 (LQ) 是 惟一 可 解 的 . 但 是 ， 此 时 , 问题 (LQ) 不 是 标 
准 的 . 

下 面 我 们 给 出 一 个 求解 LQ 问题 的 例子 . 


例 3.1. 设 


试 求 J(u(:)) 的 最 小 值 . 

解 ， 本题 中 , A 二 1,B=1,6==0,Q=0,S=0,R=1,G=1. 
于 是 这 是 一 个 标准 的 LQ 问题 ,有 惟一 的 最 优 控 制 . 此 时 ，Riccati 
方程 为 


| P(t) +2P(t) — P2(t) =0,， te lo,1), 


P(1)=1. 
JZ 旦 2 ~ p24 三 > 
解 得 P(t) = a 而 由 于 b= 二 0 立即 可 得 y= 0. 从 而 最 优 


控制 满足 
2 
u(t) = Ter?) te [0, 1], 
其 中 洋 是 相应 的 最 优 状 态 . 进一步 , 我 们 有 
1 


To) = 3POW(0) = 天 


84. 无 限时 区 的 LQ 问题 
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本 市 介绍 无 限时 区 的 线性 二 次 最 优 控 制 问 题 . 我 们 考虑 系数 
和 矩阵 为 党 值 的 情形 . 考虑 以 下 状态 方程 : 


| yt) = Ay(t) + Bult), te [0,+00), 人 


性 能 指标 为 : 


Tu()) = Tu();) 
56 

= 3/ {evroyo) +2sv0 ud) MR) u(t) ya 

其 中 Q € 5S", 5S € R*x", RE 56*. 在 考虑 无 限时 区 的 三 次 最 优 控 

制 问题 时 ， 与 有 限时 区 的 情形 不 同 , 对 于 


u(JE Y ES L2(0, 400; R*), 


性 能 指标 7(u(-)) 并 不 是 自然 有 定义 的 . 这 是 两 者 之 间 的 二 个 重要 
的 区 别 . 如 果 4 的 所 有 特征 值 都 具有 负 实 部 ,那么 容易 证 明 对 于 
任何 wu() s ,J7(u(:)) 是 有 意义 的 . 男 二 方面 也 可 以 方便 地 举 
出 例子 表明 当 4 具有 实 部 非 负 的 特征 值 时 ,使 Z(u(-);yo) 有 意义 
的 控制 集 Wa S 2 可 能 依赖 于 yo. 这 在 处 理 中 是 不 方便 的 . 因而 
在 本 下， 我 们 将 假定 4 的 所 有 特征 值 具有 负 实 部 此 时 ， 最 优 控 
制 问题 是 


问题 (LQ)w. 寻找 控制 &) s 多, 使 得 


7JGO)= ,MW Tu)), (42) 


类 似 于 有 限时 区 情形 我 们 定义 : 


”1 如 果 存 在 年 阵 KK 使 得 4 二 BK 的 特征 粮 都 具有 负 实 部 ， 则 我 们 可 以 令 ww(-) = 
一 Ky 十 wv(-), 把 间 题 化 为 这 一 情形 . 
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定义 4.1. (i) 称 问题 (LQ)、 是 有 限 的 ， 如 果 (4.2) 的 右 端 是 
有 限 的 . 
(ii) 称 问题 (LQ)。 是 (惟一 ) 可 解 的 , 如 果 存 在 ( 惟一 的 )j2(:) < 
WY 满足 (4.2). 
由 常数 变易 公式 , 对 于 wu(-) e 多 ,方程 (4.0 的 解 为 
老 
g 的 三 ggoa()) = eAyo + J elt-s)AB(s)u(s)ds. 
0 
记 J = 52(0,+00; R”), 
入 和 . 
(Lul(:))(t) = 由 elt™s)A Bu(s)ds, Vu(:)€ ;te [0,+00) 
人 0 
f(t) = 


etAyo, VtE [0， 十 co)， 
十 co 
ChaC))G = / BTels-d)AT h(s)ds, Yh() ED 


t 


则 
J(u()) = {OE + SL+L*ST + Ru, eae 
+2((L*Q + 5)], w), + (QF, 梧 
三 3{ (Nul), u()) 十 2(H(), 0) 风 全 5}, 
对 应 于 定理 2.1, 2.2, 命题 2.3 和 定理 2.4 我 们 有 
定理 4.2. (i) 如 果 问 题 (LQ)、 是 有 限 的 ， 则 
N=>0. 
( 刘 问题 (LQ) 是 (惟一 ) 可 解 的 当 且 仅 当 N > 0， 且 存在 
( 惟一 的 ) ae Y 满足 


Nal(:) + H(:)=0. 
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此 时 ,五 (.) 是 最 优 控 制 . 
( 道 ) 如 果 N > 0, 即 存在 6 > 0 使 得 
(Nu(), ul)) ,265(u(), 0)), Ya 本 
则 问题 (LQ)。 的 最 优 控制 (:) 由 下 式 给 出 : 


a() =—N-1H(). 


此 时 
V(yo) = ee 
工 水 .A —1 水 .A 
= 3{((7Q+S)e Ayo NI (LQ + S)e Ayo), 
1 
于 3Pyo, go) 
这 里 PesS". 


定理 4.3. (i) 设 问 题 (LQ)。 有 一 组 最 优 对 (zy(-), 避 (.)), 则 存在 
下 述 方程 的 解 5(-): 


| Bt) + ATH(t) + Qt) + ST alt) = 0, 
五 +co) = 0， 
Ralt) 十 五 5 + Sy(t) 三 0， SEE [08Hco). 


(i) 设 问 题 LQ)。 有限 则 


Ty 
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定理 4.4. 介 设 六 >0, 且 尺 >0, 则 问题 (LQ)、 是 (人 惟一) 可 


y=(A— BR-'Sy— BR B'S+DY, 于 [0, 什 00)， 


=-(4— BR 1S)'5-(Q -Ss'R Sy 于 [0,+6%), 
y(0) = vo, Pp(+00)= 0. 
(4.3) 
此 时 ， 
ut) = -RB p(t) + Sy(t)], t € [0, 二 co)， (4.4) 


是 一 个 最 优 控制 ， 其 中 y(") 为 相应 的 最 优 轨 线 . 


(说 设 和 N 汪 0, 且 有 R>0, 则 (4.3) 有 惟一 解 , 而 且 问 题 (LQ)、 
惟一 可 解 ， 而 由 式 (4.4) 给 出 的 元 (.) 是 问题 (LQ)、 的 反馈 最 优 控 
制 . 


注 4.1. 在 定理 4.2 中 ， 如 果 问 题 (LQ) 对 任何 初 值 yo 都 是 
惟一 可 解 的 ， 则 利用 该 定理 的 (i) 一 (站, 仍然 可 以 容易 地 证 明 存 在 
对 称 阵 已 使 得 

1 
V(yo) = We J(u(); yo) = 3(Pyo, Yo)- (4.5) 
相应 于 定理 3.1 和 3.2 的 结果 在 这 里 稍 有 不 同 , 我 们 此 时 导出 
代数 Riccati 方程 . 


定理 4.5. (i) 设 尺 > 0 以 下 的 代数 Riccati 方程 


P4+4' Ph 人 OO-(BIP+ 轩 PE 本 | 产 0， (4.6) 


有 对 称 解 已 clS5 国 洁 - BRTIUBTPT 5) 的 特征 根 都 具有 负 实 
部 ， 则 问题 (LQ)。 惟一 可 解 并 且 具 有 最 优 反馈 控制 


it) =—R-1(B'P+ S(t), t € [0, +00). (4.7) 
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渤 一 步 ; 有 
J(u()) = 3(PYo, yo)- (4.8) 


(i) 设 R > 0， 如 果 对 任何 yo, 问题 (LQ)。 有 限 ， 则 代数 
Riccati 方程 (4.6) 有 对 称 解 已 使 得 (4.5) 成 立 . 


证 明 . (i) 这 一 部 分 的 证 明 完全 可 以 仿照 定理 3.1 的 证 明 需 要 
注意 的 是 在 现在 这 种 情形 下 , y(-) 不 出 现 , 而 4 一 BR-1(B'P+5) 
的 所 有 特征 根 都 具有 人 钠 实 部 是 为 了 保证 由 (4:7) 确定 的 状态 丈 :) 满 
足 


,lim (PB(D), 5(D)) #0 


(i 由 定理 4.2 和 注 4.1, 此 时 (4.5) 成 立 , 于 是 利用 下 面 的 最 
优 原 理 一 命题 4.6 以 及 V(-) 的 光滑 性 , 我 们 可 以 证 明 


(VV(Y), Ay) + Hy, VV(y)) = 0, YE 了 (4.9) 
其 中 
Mo 由 = i {0B + 3[(Qy,D+ 2(sy, d+ Ru]} 


= 5(@y y) — 5(R-I(BTp + Sy),B'p+ Sy). (4.10) 
由 于 VV(y) = Py, 将 它 和 (4.10) 代入 (4.9), 我 们 得 到 
([IPA+A'P+Q-(B'P+S) RB'P+S)Ny,Y) =0, vye R". 


由 此 即 得 (4.6). 


命题 4.6. 设 本 的 特征 根 均 具有 负 实 部 ，N > 0, R > 0, 则 对 
任何 t> 0， 


Vo) = 了 (有 0 


it, { 
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+2(Sy(s; yo ul), us)) 
+(Ru(s), us)} ds + V (v(t; yo, ul) 


例 4.1. 试 讨论 系统 


在 性 能 指标 
lf 
Tu) =3) F900 + wt 
取 最 小 值 时 的 最 优 控 制 . 


方程 为 


3+2P—P?=0, 


解 得 P=3 或 P= 一 1. 注意 到 和 直面 两 个 值 中 = 了 = 3 满足 -A 一 
BR-1(BP++S)<0, 而 P= 一 1 不 满足 . 因而 令 去 P= 一 1. 根据 
定理 4.5, 有 最 优 控 制 
L(t) = —3y(t), te [0， Te), 
其 中 匀 是 相应 的 最 优 状 态 . 进一步 , 我 们 有 
3 


J(a()) 3 PY(0) = 28. 


注 记 


1. LQ 问题 首先 是 1958 年 由 Bellman-Glicksberg-Gross 加 以 研究 的 ( [10] 
第 四 章 )，1960 年 ，Kalman 建立 了 BQ 问题 的 状态 反馈 最 优 控 制 ， 并 把 
Riccati 方程 引入 了 控制 理论 . 
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2. 1720 年 ，Riccati(1676 一 1754) 在 给 朋友 的 信 中 提出 了 如 下 的 微分 方程 
y= oy +Bt™ 


和 
y= ay? + Btt+yt. 

其 后 他 对 这 类 方程 进行 了 长 时 间 的 研究 . 后 人 把 这 类 方程 称 为 Riccati 
方程 . 除了 Riccati, 后 来 许多 数学 家 包括 Euler 和 Liouville 都 对 Riccati 
方程 进行 了 研究 . 这 些 研究 的 主要 兴趣 在 于 微分 方程 理论 . 在 对 经 典 变 
分 问题 的 研究 中 ， 人 们 已 经 注意 到 了 Riccati 方程 和 变 分 问题 解 的 存在 
性 之 间 存 在 某 种 联系 . 而 最 优 控制 理论 诞生 的 标志 之 一 一 Kalman 最 优 
线性 反馈 调节 器 理论 的 建立 则 使 Riccati 方程 从 此 大 放 光 彩 . 

3， 对 于 许多 初学 者 来 讲 ， 如 何 证 明 (得 到 ) 定理 3.1 是 有 一 定 难度 的 . 比如 
为 何 要 计算 (P(T)y(T),y(T)) 一 (P(to)yo,yo), 这 在 定理 的 结果 未 知 时 是 
令 人 疑虑 的 . 下 面 的 陈述 也 许可 以 给 对 这 一 切 感到 不 解 的 读者 提供 一 种 

思路 . 由 定理 2.4, 在 Riccati 方程 有 解 的 情况 下 ， 最 优 控制 应 该 具有 形 

式 (3.2). 于 是 , 通过 观察 性 能 指标 , 特别 是 性 能 指标 中 的 


1 TT 
S | (R(t)u(t), u(t))dt 
to 


2 
项 ,我们 可 以 设想 性 能 指标 经 过 配方 应 该 含有 项 


T 

1 

;/ [es [erar Pryt Bel dt. 
to 


将 上 式 展开 ,自然 就 可 以 看 到 定理 3.1 是 如 何 得 到 的 以 及 可 以 给 出 怎样 


习题 


1. 设 R() E BGO TIREX*), TOBE (lto, T| x lto,T]; REXk), 2 = 
L2(to, T; R*), 


t 
(Nu(:))(t) = R(t)u(t) +/ Y(t, s)u(s)ds, vtelto,T];u(:)€ YZ. 
0 
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如 果 

(weOaO)》 20 vul)eY, 
则 
(Ru >0, vueR®, a.e. +t € [to, Hl 

特别 ， 如 果 R(-) es L%(R;S*), 且 算 子 N 为 2 (Yi 光 ) 申 的 自 伴 算 子 ， 
则 上 述 结果 可 表 为 

N>0, in2Z©——>R()>0, inY. 


， 举 一 个 (2.12) 成 立 但 是 LQ 问题 不 是 有 限 的 例子 . 

. 试 利用 最 大 值 原理 证 明定 理 2.4. 

.试用 动态 规划 方法 讨论 LQ 问题 . 

. 在 定理 3.1 中 , 用 (3.5) 代替 R > 0, 试 讨论 方程 (3.3) 一 (3.4) 仍 有 解 的 


情形 . 人) 举例 说 明 此 时 间 题 (LQ) 可 能 无 解 . i) 给 出 这 种 情形 下 使 问 
题 (LQ) 可 解 的 条 件 . 


， 设 4, B,b,8,R,G 如 第 一 节 所 设 . 


S=0, Q()>0, G>0, R()>0, 
则 相应 的 LQ 问题 是 标准 的 . 此 时 Riccati 方程 有 解 -考虑 A(), B()， 
0 Q(-), G 固定 ，R(C) 变化 时 的 情形 . 设 相应 的 Riccati 方程 的 解 为 
Pa(-), 证 明 存在 与 R 无关 的 Ke S" 使 得 

Pr(t) <K, teli,T]. 


.证 明 在 定理 42 中 ， 如果 问 题 (LQ)~ 对 任何 初 值 yo 都 是 惟一 可 解 的 ， 


则 存在 对 称 阵 P 使 得 (4.5) 成 立 . 


. 设 


£ = 27z(t) — ult), 
a(Q) = 2, 


1 
J(é(:)) = / {—22(€) + w(t)} dt + 222(1). 
0 
试 求 J(u(-)) 的 最 小 值 . 


. 试 讨论 系统 


dz(t) 
dt 


十 ooc 
在 性 能 指标 / {4z2( 圈 十 2z()u( 旭 十 u2(t)}dt 取 最 小 值 时 的 最 优 控 甫 
0 


一 2 的 二 已 (区 ,z(0) = zo 


一 


参考 文献 247 


10 


1H 


12 


13 


14 


15 


16 


下 网 


参考 文 献 


钱学森 . 工程 控制 论 . 北京 : 科学 出 版 社 . 1958 

钱学森 , 宋 健 . 工程 控制 论 . 修订 版 . 北京 : 科学 出 版 社 . 1980 

夏 道行 , 吴 车 人 ， 严 绍 宗 . 实 变 函 数论 与 泛 函 分 析 概要 . 上 海 :, 目 海 科学 技术 出 版 
社 . 1963 

雍 炯 敏 . 对 Linderstrauss “A short proof of Liapounoff’s convexity theorem” 
一 文 的 注 记 . 数学 研究 与 评论 , 1984(2): 4 

族 烟 敏 . 动态 规划 方法 与 Hamilton-Jacobi-Bellman 方程 . 上 海 : 上海 科学 技术 
出 版 社 . 1991 

张 菇 庆 , 林 源 渠 . 泛 函 分 析 讲 义 : 上 册 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 . 1987 

张 茶 庆 , 郭 克 正 . 泛 函 分 析 讲 义 : 下 册 . 北京 : 北京 大 学 出 版 社 1990 

张 学 铭 , 李 训 经 , 陈 祖 浩 . 最 优 控制 系统 的 微分 方程 理论 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 . 
1989 


T 


Bellman R. Dynamic Programming. Princeton: Princeton University Press. 
1957 


Bellman R, Glicksberg I, Gross O. Some Aspects of the Mathematical The- 
ory of Control Processes. California: Rand Corporation. 1958 


Bellman R, Kalaba R. Selected Papers on Mathematical Trends in Control 
‘Theory. New York: Dover Publications. 1964 


Berkovitz L D. Optimal Control Theory. New York: Springer-Verlag. 1974. 
中 译本 : 最 优 控制 理论 . 贺 建 勋 , 连 瑞 兴 , 黄 伙 暴 , 等 译 . 上 海 : 上 海 科学 技术 出 版 
社 . 1985 


Clarke F H. Optimization and Nonsmooth Analysis. New York: Wiley. 1983 


Crandall M G, Lions PL: Viscosity solutions of Hamilton-Jacobi equations. 
Trans Amer Math Soc, 1983, 227: 1~42 


Crandall M G, Evans L C, Lions P L. Some properties of Hamilton-Jacobi 
equations. Trans Amer Math Soc, 1984, 282: 487-502. 


Crandall M G, Ishii H, Lions P L. User’s guide to viscosity solutions of 
second order partial differential equations. Bull Amer Math Soc (NS), 1992, 
27: 1~67 


Evans L C. A convergence theorem for solutions of nonlinear second order 
elliptic equations. Indiana Univ Math J, 1978, 27: 875~887 


248 参考 文献 


18| Evans L C. On solving certain nonlinear partial differential equations by 
accretive operator methods. Isreal J Math, 1980, 36: 225~247 


19| Evans L C. Classical solutions of fully nonlinear, convex, second-order el- 
liptic equations. Comm Pure Appl Math, 1982, 35: 333~363 


20] Fattorini H O. Relaxed Controls in Infinite Dimensional Systems. In: In- 
ternational Series of Numerical Mathematics, 1991, 100: 115~128. Boston: 


Birkhauser 


21] Fattorini H O. Infinite Dimensional Optimization and Control Theory. Can¥= 
bridge University Press. 1999 


22] Fleming W H. Future Directions in Control Theory—A Mathematical Per- 
spective. Philadelphia: SIAM. 1988. 


23] Gamkrelidze RV. On sliding optimal states. Dokl Akad Nauk SSSR; 1962, 
143: 1243~1245 = Soviet Math Dokl, 1962, 3: 559~561 

24| Gamkrelidze R V. Principle of Optimal Control Theory. New York: Plenum 
Press. 1978. 中 译本 : 最 优 控制 理论 基础 . 姚 允 龙 译 . 上 海 : 复旦 大 学 出 版 社 . 1988 
25| Giaquinta M, Hildebrandt S. Calculus of Variations, 1, II. Berlin: Springer- 
Verlag. 1996 


26] Goldstine H H. A History of the Calculus of Variations 位 om the 17th 
through the 19th Century. New York: Springer-Verlag. 1980 


27] Hermes H, LaSalle J P. Functional Analysis and Time Optimal Control. 
New York: Academic Press. 1969 


28| Ishii H. Uniqueness of unbounded viscosity solution of Hamilton-Jacobi 
equations. Indiana Univ Math J, 1984, 33: 721~748 


29| Kalman 及 也. Contributions to the theory of optimal control. Bol Soc Mat 
Mexicana, 1960, 5: 102~119 

30] Li X, Yong J. Optimal Control Theory for Infinite Dimensional Systems. 
Boston: Birkhauser. 1995 


31] Lions J L. Optimal Control of Systems Governed by Differential Equations. 
New York: Springer Verlag. 1971 


32] Lou H. Viscosity Solutions Defined by Right Differentials. Journal of Sys- 
tems Science and Complexity, 2002, 15: 146~154 


33] Lou H. On Attainable Sets of Control Systems with p-Integrable Controls. 
J Optim Theory Appl 2004, 123(1): 123~147 


参考 文献 249 


34 


35 


36 


37 


38 


39 


40 


41 


42 


43 


[44] 


45 


46 


47 


48 


Neustadt L W. The existence of optimal controls in the absence of convexity 
conditions. J Math Anal Appl, 1963, 7: 110~117 


McShane E J. Generalized curves. Duke Math J, 1940, 6: 513~536 


McShane E J. Necessary conditions for generalized-curve problems of the 
calculus of variation. Duke Math J, 1940, 7: 1~27. 


McShane E J. Existence theorem for Bolza problems of the calculus of 
variations. Duke Math J, 1940, 7: 28~61. 


McShane E J. Relaxed controls and variational problems. SIAM J. Control, 
1967, 5: 438~485 


McShane E J. The calculus of variations from the beginning through op- 
timal control theory. In: Optimal Control and Differential Equations, A B 
Schwazkoptf, et al. ed. New York: Academic Press. 1978. 3~51. also STAM 
J Control Optim, 1989, 27: 916~939 


Rockafellar 及 T. Convex Analysis. Princeton: Princeton University Press. 
1970 


Pesch H J, Bulirsch R. The maximum principle, Bellman’s equation, and 
Carathéodory work. J Optim Theory Appl, 1994, 80:; 199~225 


Pontryagin L S. The mathematical theory of optimal control processes and 
differential games. Proc Steklov Inst Math, 1986, 4: 123~159 


Pontryagin L S, Boltyanski V G, Gamkrelidze R V, et el. Mathematical 
Theory of Optimal Processes. New York: Wiley. 1962. 中 译本 : 最 佳 过 程 的 
数学 理论 . 陈 祖 浩 等 译 . 上 海 : 上 海 科 学 技术 出 版 社 . 1965 

Stampacchia G. Hilbert’s twenty-third problem extension of the calculus 


of variations, Mathematical Developments Arising from Hilbert Problems. 
AMS, Providence, RI, 1976. 611~628 


Warga J. Relaxed variational problems. J] Math Anal Appl, 1962, 4: 
111~128 


Warga J. Necessary conditions for minimum in relaxed variational problem. 
J Math Anal Appl, 1962, 4: 129~145 


Warga J. Functions of relaxed controls. SIAM J Control, 1967, 5: 628~641 


Warga J. Control problems with functional restrictions. SIAM J Control, 
1970, 8: 360~371 


250 


49 


50 


51 


52 
53 


54 


[55] 


[56] 


Warga J. Unilateral and minimax control problems defined by integral equa- 
tionss. SIAM J Control, 1970, 8 : 372~382 


Warga J. Optimal Control of Differential and Functional Equations. New 
York: Academic Press. 1972 


Yong J, Zhou X Y. Stochastic Controls: Hamiltonian System and HJB 
Equations. Springer-Verlag. 1999 
Yosida K. Functional Analysis. 6th ed. Berlin: Springer-Verlag. 1980 


Young L C. On approximation by polygon's in the calculus of variations. 
Proceeding of the Royal Society, (A), 1933, 14: 325~341 


Young L C. Generalized curves and the existence of an attained absolute 
minimum in the calculus of variations. C. R. Sci. Lettres Varsovie, C. IIl, 
1937, 30: 212~234 


Young L C. Necessary conditions in the calculus of variations. Acta Math- 
ematica, 1938, 69: 239~258 


Young L C. Lectures on the Calculus of Variational and Optimal Control 
‘Theory. Philadelphia: Saunders. 1969 


索引 


半 癌 
闭 集 
标准 的 LQ 问题 
常数 变易 公式 
初始 时 间 

初始 状态 

代数 Riccati 方程 
点 状 状态 约束 
动态 规划 方程 
动态 规划 方法 
二 阶 必要 条 件 


司 定 端点 约束 


积分 型 的 最 大 值 条 件 


简单 函数 
极 小 化 序列 
极 值 控制 


可 行 对 
可 行 控制 


211 
28 
225 
64 
73 
73 
241 
13 
182 
175 
66 
13 
11 
153 
14 
38 
114 
107 
28 
28 
28 
176, 220, 238 
12 
12 


引 


时 不 变 (定常 ) 

上 时间 最 优 控制 问题 
输出 

输入 

特征 函数 

凸 包 

凹 多 面体 

凸 集 


12 
11, 9, 73 
23 
22 
易于 


84, 115 
199 
199 
116 
64 
64 
19 
11 
11 
38 
29 
103 
28 


251 


252 


评 
| 


性 能 指标 
验证 方法 

一 阶 必要 条 件 
有 限 

允许 对 


允许 状态 轨 线 
粘性 解 
粘性 上 解 
粘性 下 解 
正 交 补 
正常 的 
正则 的 
针 状 变 分 
值 函数 
周期 约束 
状态 
状态 反馈 
状态 轨 线 

状态 - 控制 对 


79 


29 
75 
和 
115 
199 
199 


176, 220, 238 
14 
14 


14 


115, 116 
75 

152 

178 

13 

11 

102, 229, 
12 

12, 73 
12 


最 大 值 条 件 
最 大 值 原理 

最 广 位 置 

最 小 最 大 问题 

最 优 对 

最 优 控 制 

最 优 停止 问题 

最 优 转换 控制 问题 
最 优 状态 轨 线 
Banach-Alaoglu 定理 
Bellman 最 优 性 原理 
Bolza 问题 

Bolza 型 泛 函 

Borel 集 

Cesari 性 质 


15, 720 
9, 15, 120 
21 


180 


36 
135 


Eberlein-Shmulyan 定理 54 


Ekeland 变 分 原理 
Ekeland 度量 
Euler 方程 
Filippov 引 理 
Filippov-Roxin 条 件 
Gronwall 不 等 式 
Hamilton 函数 
五 >- 问题 

HJB 方程 
Kalman 秩 条 件 
Lagrange 乘 子 


Lagrange 问题 


156 
161 

25, 65 
84, 128 
8 


16 


索引 


索引 


Lagrange 型 泛 函 15 
Liapounof 定理 44 

LQ 问题 17, 220 
Mayer 问题 15 
Mayer 型 泛 函 15 
Mazur 定理 54 
Riccati 方程 230 

o- 域 36 


< 
A 
QO 


